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Ââåäåíèå

Ðîëü àíñàìáëåé ñâÿçàííûõ ôàçîâûõ ñèñòåì, êàê ìîäåëåé ðåàëüíûõ ÿâëåíèé ïðèðî-

äû, äîâîëüíî òðóäíî ïåðåîöåíèòü. Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ìîäåëåé îõâàòûâàåò

ìíîãèå ðàçäåëû ñîâðåìåííîé íàóêè, íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è ðàñøèðÿÿñü

íà íàèìåíåå ôîðìàëèçîâàííûå ïðîáëåìû ñîöèàëüíûõ ÿâëåíèé è íåêîòîðûå âîïðî-

ñû ïñèõîëîãèè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáîé ïðèðîäíûé ôåíîìåí, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì

ïåðèîäè÷íîñòè âî âðåìåíè èëè ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî àïïàðàòà, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ïîíÿòèå ôàçû. Ìíîãèå ðàçäåëû ñîâðåìåííîé

ðàäèîôèçèêè îïèðàþòñÿ íà òåîðåòè÷åñêèé àïïàðàò ôàçîâûõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, äè-

íàìèêà ôóíäàìåíòàëüíîãî ýëåìåíòà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè � ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-

ëÿòîðà, ìîæåò áûòü ýëåãàíòíî îïèñàíà â òåðìèíàõ àìïëèòóäû è ôàçû, à íåêîòîðûå

ñëîæíûå íåëèíåéíûå ñèñòåìû, áëèçêèå ê ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó, òî÷íîå ðå-

øåíèå êîòîðûõ íå óäà¼òñÿ íàéòè â ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àþò

ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ êàê ôàçîâûå ñèñòåìû.

×àñòî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò íåëèíåéíîé äèíàìèêè ôàçîâûõ ñèñòåì ïðèìåíÿåò-

ñÿ ê èçó÷åíèþ ÷åëîâåêà. Ïåðèîäè÷íîñòü ñåðäå÷íûõ ðèòìîâ, ñóòî÷íîé àêòèâíîñòè,

ëîêîìîöèé è íåðâíîé äåÿòåëüíîñòè ïîçâîëÿåò êîíñòðóêòèâíî ôîðìàëèçîâàòü ìíî-

ãèå àñïåêòû íàøåé æèçíåäåÿòåëüíîñòè. Ôîðìàëèçàöèÿ ýòèõ àñïåêòîâ âûâîäèò ïî-

íèìàíèå óñòðîéñòâà âíóòðåííèõ îðãàíîâ è ìåòîäîâ èõ ðåãóëÿöèè íà ïðèíöèïèàëüíî

íîâûé êà÷åñòâåííûé óðîâåíü. Íàïðèìåð, ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ðå÷åâûõ ãëàñíûõ

çâóêîâ äîâîëüíî òî÷íî ìîæåò îïèñàí êàê äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è íà îñíîâå äàí-

íûõ, ïîëó÷åííûõ â íàòóðíîì ýêñïåðèìåíòå, ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíîé ìåòîäèêà äèàãíî-

ñòèêè è êîððåêöèè äåôåêòîâ ðå÷è [1]. Îòäåëüíîãî óïîìèíàíèÿ äîñòîéíû ñèñòåìû

ïðåöèçèîííîé èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû è ýòàëîíû ÷àñòîòû è âðåìåíè, áåç êîòî-

ðûõ íåìûñëèìà ïîñòàíîâêà ñîâðåìåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ïðîâåäåíèå èçìåðåíèé â

ðàìêàõ êîñìîëîãèè, àñòðîíîìèè, êâàíòîâîé ôèçèêè, à òàêæå íåâîçìîæíî àäåêâàò-

íîå èñïîëüçîâàíèå ñïóòíèêîâûõ ñèñòåì íàâèãàöèè (GLONASS, GPS). Ñðåäè áàçîâûõ

ýëåìåíòîâ òàêèõ ïðèáîðîâ îòìåòèì áëîêè àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû (ÀÏ×), êîòîðûå

ñåãîäíÿ ìîæíî íàéòè è â êàæäîì ðàäèîïðè¼ìíèêå èëè òåëåâèçèîííîé àíòåííå. Ìàòå-

ìàòè÷åñêèå ìîäåëè àíñàìáëåé ñâÿçàííûõ ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ðàçëè÷íûõ ìíîãîýëåìåíòíûõ

îñöèëëÿòîðíûõ ñèñòåì èç ïðèëîæåíèé, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ôàçèðîâàííûå àíòåí-

íûå ðåøåòêè, êàñêàäû ýòàëîíîâ ÷àñòîòû, ñåòè ñâÿçè, ýíåðãîñåòè [2,3] è äð. Â ïîñëåä-

íåå âðåìÿ èíòåðåñ ê ýòîé òåìàòèêå çàìåòíî âîçðîñ â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ çàäà÷

êîãåðåíòíîãî ñëîæåíèÿ ìîùíîñòåé [4�6], èññëåäîâàíèÿ íåéðîíûõ ñåòåé [7], àíñàìáëåé

ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ Êóðàìîòî [8], ìîäåëåé ñîöèîýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè [9]. Àê-

òèâíûé èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé ê àíàëèçó àíñàìáëåé ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè
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ñâÿçàí, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé äèíàìèêîé èíäèâèäóàëüíîãî ýëå-

ìåíòà àíñàìáëÿ, à, ñ äðóãîé, ñ âîçìîæíîñòüþ îáúåäèíåíèÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ â ñåòè ñ

ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèåé ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ ïðîãðåññà â èçó÷åíèè îñîáåííîñòåé

êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè îñöèëëÿòîðûõ ñåòåé (âîçíèêíîâåíèå ñëîæíîé, â òîì ÷èñëå

õàîòè÷åñêîé, äèíàìèêè îáðàçîâàíèå è çàêîíû ýâîëþöèè ñòðóêòóð è ò.ä.). Èññëåäî-

âàíèþ êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè ñâÿçàííûõ ôàçîâûõ ñèñòåì (ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðî-

íèçàöèè) ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò [2�4, 8, 9]. Â îñíîâíîì ýòè èññëåäîâàíèÿ êàñàþòñÿ âî-

ïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ ñèíõðîíèçàöèè â ýëåìåíòàõ öåïî÷å÷íûõ

è ðåøåòî÷íûõ àíñàìáëåé, à òàêæå âîïðîñîâ âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ ðåãóëÿðíûõ

è õàîòè÷åñêèõ àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ ïðè íàðóøåíèè ñèíõðîíèçàöèè. Ñëåäóåò îòìå-

òèòü, ÷òî â ýòèõ ðàáîòàõ â ñèëó ñóùåñòâåííûõ òðóäíîñòåé èññëåäîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ

íåëèíåéíûõ ìîäåëåé îñöèëëÿòîðíûõ àíñàìáëåé ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè, èññëå-

äîâàíèþ ïîäâåðãàþòñÿ óïðîùåííûå ìîäåëè, ïðåäïîëàãàþùèå öåïî÷å÷íóþ è ðåøå-

òî÷íóþ êîíôèãóðàöèè àíñàìáëÿ è, êàê ïðàâèëî, îäíîðîäíîñòü ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ.

Åùå áîëüøåãî óïðîùåíèÿ ìîæíî äîñòè÷ü, ïåðåõîäÿ ê ìîäåëÿì ìàëûõ àíñàìáëåé îñ-

öèëëÿòîðîâ, òî åñòü ê ìîäåëÿì àíñàìáëåé ñ ìàëûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Òàêèå ìîäåëè

ïðåäñòàâëÿþò êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, òàê è êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé áîëüøèõ

àíñàìáëåé. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãèå ñâîéñòâà êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè áîëüøèõ àíñàì-

áëåé íà÷èíàþò ïðîÿâëÿòüñÿ â àíñàìáëÿõ ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ

àíñàìáëåé ìåòîäàìè íåëèíåéíîé äèíàìèêè â ñî÷åòàíèè ñ êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðî-

âàíèåì ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïîëíîå îïèñàíèå êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè

òàêèõ àíñàìáëåé. Àíàëèç èìåþùèõñÿ ïóáëèêàöèé ïîêàçûâàåò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïðè-

âëåêàòåëüíîñòü ìîäåëåé ìàëûõ àíñàìáëåé äëÿ èññëåäîâàíèÿ, äèíàìèêà òàêèõ ñèñòåì

èçó÷åíà â ëèòåðàòóðå ñðàâíèòåëüíî ñëàáî. Â ýòîé ñâÿçè â íàñòîÿùåé ðàáîòå àêöåíò

ñäåëàí èìåííî íà èññëåäîâàíèè äèíàìèêè ìàëûõ àíñàìáëåé.

1 Áàçîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè öåïî÷åê

1.1 Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå

Ðàññìîòðèì ìíîãîêàíàëüíóþ ñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ öåïî÷êó ïàðöèàëüíûõ ñèñòåì ôà-

çîâîé ñèíõðîíèçàöèè (ÑÔÑ), ñîåäèíåííûõ ïàðàëëåëüíî (ðèñ. 1) òàê, ÷òî äëÿ óïðàâ-

ëåíèÿ ãåíåðàòîðîì Ãn â n-îé ïàðöèàëüíîé ÑÔÑn èñïîëüçóåòñÿ íå òîëüêî ñèãíàë ñ

âûõîäà äèñêðèìèíàòîðà ÔÄn, íî è ñèãíàë ñ âûõîäà ÔÄn−1, ò.å. ñâÿçè ïàðöèàëüíûõ

ÑÔÑn ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, îäíîíàïðàâëåííûìè, è öåïî÷êà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

öåïî÷êè ïîòîêîâîãî òèïà [3, 10�12].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîé ïîòîêîâîé öåïî÷êè ÑÔÑ ýòî ñèñòåìà îïåðàòîðíûõ
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Ðèñ. 1: Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå ÑÔÑ

óðàâíåíèé

pφn

Ωn

+ Kn(p)Fn(φn) + (1)

+ δn,n−1Kn,n−1(p)Fn−1(φn−1) = γn, n = 1, N,

ãäå p ≡ d/dt � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, φn(t) = θn(t)− θn0 (t) � òåêóùåå ôàçîâîå

ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó ñèãíàëîì Sn(t) óïðàâëÿåìîãî ãåíåðàòîðà Ãn è îïîðíûì ñèã-

íàëîì Sn
0 (t), Ωn � ìàêñèìàëüíàÿ ðàññòðîéêà ïî ÷àñòîòå, êîòîðóþ ìîæåò ñêîìïåíñèðî-

âàòü öåïü óïðàâëåíèÿ ÑÔÑn, Kn(p) è Kn,n−1(p) � êîýôôèöèåíòû ïåðåäà÷è ôèëüòðîâ

Ôn è Ôn,n−1 â îïåðàòîðíîé ôîðìå, Fn(φ) � íîðìèðîâàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôàçîâîãî

äèñêðèìèíàòîðà ÔÄn, γn = Ωn
í/Ωn, Ωn

í � íà÷àëüíàÿ ÷àñòîòíàÿ ðàññòðîéêà êîëåáàíèé

ÑÔÑn, δn,n−1 � ïàðàìåòð äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçè ïî öåïÿì óïðàâëåíèÿ ìåæäó ÑÔÑn è

ÑÔÑn−1. Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà δ ñîîòâåòñòâóþò êîîïå-

ðàòèâíûì ñâÿçÿì ýëåìåíòîâ öåïî÷êè, à îòðèöàòåëüíûå � àíòàãîíèñòè÷åñêèì.

Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà áóäåì ñ÷èòàòü öåïî÷êó îäíîðîäíîé, ò.å. äëÿ ëþáîãî n

âûïîëíÿåòñÿ θn0 (t) = θ0(t), δn,n−1 = δ, Fn(φ) = F (φ), Kn,n−1(p) = Kn(p) = K(p),

γ = γn, Ωn = Ω. Òîãäà (1) ïðèíèìàåò âèä [3]

pφn

Ω
+K(p)F (φn) = γ − δK(p)F (φn−1), n = 1, N. (2)
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Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (2) êîíêðåòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåäà÷è

ôèëüòðîâ è õàðàêòåðèñòèê ôàçîâûõ äèñêðèìèíàòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçíîîáðàç-

íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè öåïî÷êè â âèäå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìîäåëåé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç

óðàâíåíèÿ (2) ïðè F (φn)= sinφn, êîãäà â öåïÿõ óïðàâëåíèÿ è êàíàëàõ ñâÿçè ôèëü-

òðû ëèáî îòñóòñòâóþò, ëèáî îäèíàêîâûå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà

• â ñëó÷àå ôèëüòðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè ïåðåäà÷è K(p) = (1 +

Tp)−1 (T -ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè ôèëüòðà), èìååì ñèñòåìó:

dφ1

dτ
= y1,

ε
dy1
dτ

= (γ − sinφ1 − y1) ,

dφn

dτ
= yn, (3)

ε
dyn
dτ

= (γ − sinφn − yn − δ sinφn−1) , n = 2, N,

ãäå τ = Ωt � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, ε = ΩT � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ôèëüòðà;

• â ñëó÷àå, êîãäà ôèëüòðû îòñóòñòâóþò ( K(p) = 1 ), èìååì ñèñòåìó:

dφ1

dτ
= γ − sinφ1, (4)

dφn

dτ
= γ − sinφn − δ sinφn−1, n = 2, N.

Ìîäåëè (3), (4) ñîñòàâëÿþò áàçó ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, íà êîòîðîé ñòðîÿòñÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè ïàðàëëåëüíî ñâÿçàííûõ ÑÔÑ.

1.2 Êàñêàäíîå ñîåäèíåíèå

Ïðè êàñêàäíîì îáúåäèíåíèè ÑÔÑ â àíñàìáëü ãåíåðàòîðû ñîåäèíåíû òàêèì îáðàçîì,

÷òî âûõîäíîé ñèãíàë ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì ïîñëåäóþùåãî. Íà

ðèñ.2 ïðåäñòàâëåíà ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà êàñêàäíîãî ñîåäèíåíèÿ ÑÔÑ. Çäåñü âíåøíèì

ÔÄ1 ÓÝ1Ô1 Ã1

ÑÔÑ1

S t0( ) S t1( )

d
2,1Ô2,1

ÔÄ 2 ÓÝ2 Ã2

ÑÔÑ2

S t2( )
Ô2 S

d
2,1Ô2,1 dN,N-1 N NÔ , -1

ÔÄN ÓÝNÔN ÃN

ÑÔÑN

S tN( )S tN 1- ( )
S

Ðèñ. 2: Êàñêàäíîå ñîåäèíåíèå ÑÔÑ

ñèãíàëîì ÿâëÿåòñÿ îïîðíûé ñèãíàë S0(t), êîòîðûé ïîñòóïàåò íà âõîä ÑÔÑ1, ñèãíàë
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S1(t) ñ âûõîäà ÑÔÑ1 ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì äëÿ ÑÔÑ2, ñèãíàë S2(t) ñ âûõîäà ÑÔÑ2 ÿâëÿ-

åòñÿ âõîäíûì äëÿ ÑÔÑ3 è ò.ä. Ïðè êàñêàäíîì îáúåäèíåíèè ïàðöèàëüíûå ýëåìåíòû

ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ èíôîðìàöèåé î âîçíèêàþùèõ â íèõ ñèãíàëàõ îøèáîê ÷åðåç äî-

ïîëíèòåëüíûå êàíàëû. Ìû ðàññìîòðèì öåïî÷êó ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè ¾âïå-

ðåä¿, êîãäà èíôîðìàöèÿ ñ âûõîäà ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà ÔÄn−1 ïåðåäàåòñÿ â

ëîêàëüíóþ öåïü óïðàâëåíèÿ ÑÔÑn. Ñèãíàëû â äîïîëíèòåëüíûõ öåïÿõ óïðàâëåíèÿ

ìîãóò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ � óñèëèâàòüñÿ èëè îñëàáëÿòüñÿ, ïðîõîäèòü ÷åðåç äîïîëíè-

òåëüíûå ôèëüòðû Ôn,n−1.

Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â ðàññìàòðèâàåìîé êàñêàäíîé

ñèñòåìå, ñîñòàâëÿþòñÿ èç îáùèõ óðàâíåíèé âçàèìîñâÿçàííûõ ñèñòåì ñèíõðîíèçàöèè,

ââåäåííûõ â [2]

pφ1

Ω1

= γ1 −K1(p)F1(φ1), (5)

pφn

Ωn

= γn −Kn(p)Fn(φn − φn−1)− δn,n−1Kn,n−1(p)Fn−1(φn−1 − φn−2), n = 2, N,

ãäå φn(t) = θn(t) − θ0(t) � òåêóùåå ôàçîâîå ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó ñèãíàëîì Sn(t)

óïðàâëÿåìîãî ãåíåðàòîðà Ãn è îïîðíûì ñèãíàëîì S0(t), Ωn � ìàêñèìàëüíàÿ ðàññòðîé-

êà ïî ÷àñòîòå, êîòîðóþ ìîæåò ñêîìïåíñèðîâàòü öåïü óïðàâëåíèÿ ÑÔÑn, Kn(p) è

Kn,n−1(p) � êîýôôèöèåíòû ïåðåäà÷è ôèëüòðîâ Ôn è Ôn,n−1 â îïåðàòîðíîé ôîðìå,

Fn(φ) � íîðìèðîâàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà ÔÄn, γn = Ωn
í/Ωn,

Ωn
í � íà÷àëüíàÿ ÷àñòîòíàÿ ðàññòðîéêà êîëåáàíèé ÑÔÑn, δn,n−1 � ïàðàìåòð äîïîëíè-

òåëüíîé ñâÿçè ïî öåïÿì óïðàâëåíèÿ ìåæäó ÑÔÑn è ÑÔÑn−1.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé öåïî÷êè, êîãäà Kn,n−1(p) = Kn(p) = K(p), Ωn = Ω, γ = γn,

δn,n−1 = δ, Fn(φ)=F (φ), ñèñòåìà (5) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

pφ1

Ω
= γ −K(p)F (φ1), (6)

pφn

Ω
= γ −K(p) [F (φn − φn−1)− δF (φn−1 − φn−2)] , n = 2, N.

Ïåðåõîäÿ â ìîäåëè (6) ê áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè τ = Ωt è ñèíóñîèäàëüíîé õàðàê-

òåðèñòèêå ôàçîâûõ äèñêðèìèíàòîðîâ F (·) = sin(·), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äèíàìè÷å-

ñêèå ñèñòåìû:

• äëÿ öåïåé ñ èíòåãðèðóþùèìè ôèëüòðàìè, K(p) = (1 + Tp)−1 :

dφ1

dτ
= y1

ε
dy1
dτ

= γ − sinφ1 − y1, (7)

dφn

dτ
= yn

ε
dyn
dτ

= γ − sin(φn − φn−1)− yn − δ sin(φn−1 − φn−2), n = 2, N,

8



• äëÿ öåïåé ñ èäåàëèçèðîâàííûìè ôèëüòðàìè, K(p) = 1 :

dφ1

dτ
= γ − sinφ1, (8)

dφn

dτ
= γ − sin(φn − φn−1)− δ sin (φn−1 − φn−2), n = 2, N.

Ìîäåëè (7), (8) ñîñòàâëÿþò áàçó ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, íà êîòîðîé ñòðîÿòñÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè êàñêàäíî ñâÿçàííûõ ÑÔÑ.

Ìîäåëè (3) è (7) îïðåäåëåíû â 2N -ìåðíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ôàçîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ UN = {φn(mod2π), yn}, n = 1, N , à ìîäåëè (4) è ( 8) çàäàíû íà N -ìåðíûõ

ôàçîâûõ òîðàõ TN = {φn(mod2π)}. Ñèñòåìû (4) è (8) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

çàìåíû (γ, φ1, φ2, . . . , φN) → (−γ,−φ1,−φ2, . . . ,−φN), à ìîäåëè (3) è ( 7) � îòíîñè-

òåëüíî çàìåíû (γ, φ1, φ2, . . . , φN , y1, y2, . . . , yN) → (−γ,−φ1,−φ2, . . . ,−φN ,−y1,−y2,

. . . ,−yN), ïîýòîìó äèíàìèêó ýòèõ ìîäåëåé äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðè γ ≥ 0. Äàëåå

îñòàíîâèìñÿ íà äèíàìèêå áàçîâîãî ýëåìåíòà ðàññìàòðèâàåìûõ öåïî÷åê [9].

2 Äèíàìèêà áàçîâîãî ýëåìåíòà

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áàçîâîãî ýëåìåíòà (ìîäåëü ÑÔÑ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì [13,14]:

pφ

Ω
+K(p)F (φ) = γ, (9)

ãäå p ≡ d/dt � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, Ω � ìàêñèìàëüíàÿ ðàññòðîéêà ïî ÷àñòî-

òå, êîòîðóþ ìîæåò ñêîìïåíñèðîâàòü öåïü óïðàâëåíèÿ, γ = ΩH/Ω, ΩH � íà÷àëüíàÿ

÷àñòîòíàÿ ðàññòðîéêà êîëåáàíèé, K(p) � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ôèëüòðà â îïåðà-

òîðíîé ôîðìå, F (φ) � íîðìèðîâàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà.

Íåëèíåéíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (9) îïðåäåëÿþòñÿ íåëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêîé ôà-

çîâîãî äèñêðèìèíàòîðà, à èíåðöèîííûå çàâèñÿò îò ôèëüòðà â öåïè óïðàâëåíèÿ, êîòî-

ðûé ïîäáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç îáåñïå÷åíèÿ æåëàåìûõ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Äëÿ ëþáîãî êîíêðåòíîãî ôèëüòðà ñ êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷èK(p) îò ñèìâîëè÷åñêîé

çàïèñè ìîäåëè (9) ìîæíî ïåðåéòè ê ìîäåëè ÑÔÑ â ôîðìå êîíêðåòíîãî äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîðÿäîê êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì ôèëüòðà K(p). Òàêèì

îáðàçîì, îïèñàòü äèíàìèêó ñèñòåìû ÑÔÑ â ðàìêàõ îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ íåâîçìîæíî, íåîáõîäèì êîìïëåêñ òàêèõ ìîäåëåé.

2.1 Cëó÷àé èäåàëèçèðîâàííîãî ôèëüòðà

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó ìîäåëè (9) â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èäåàëèçèðîâàííîãî ôèëüòðà

K(p) = 1. Ââîäÿ áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ = tΩ, ïîëó÷àåì èç (9) äèôôåðåíöèàëüíîå
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óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
dφ

dτ
= γ − sinφ. (10)

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ (çäåñü îíî âûðîæäåí-

íîå, îäíîìåðíîå) óðàâíåíèÿ (10) íà äâå îáëàñòè (0≤γ<1, γ>1) è ñîîòâåòñòâóþùèå

ôàçîâûå ïîðòðåòû. Óðàâíåíèå (10) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ôàçîâîé îêðóæíîñòè.

0

p/2

0

ju

js

0< g <1 g=1

0

g>1

0

1

g

j j j

(à) (á) (â) (ã)

Ðèñ. 3: Ïàðàìåòðè÷åñêèé (à) è ôàçîâûå (á,â,ã) ïîðòðåòû ìîäåëè (10)

Äëÿ 0≤γ<1 èìååì äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: óñòîé÷èâîå ñ êîîðäèíàòîé φs=arcsin γ

è íåóñòîé÷èâîå φu = π− arcsin γ. Ïðè γ = 1 èìååò ìåñòî áèôóðêàöèÿ ñëèÿíèÿ ñîñòî-

ÿíèé ðàâíîâåñèÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé φ = π/2. Â îáëàñòè γ > 1 ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-

ñèÿ íåò. Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà èìååò ìåñòî è äëÿ γ < 0 â ñèëó ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ

(10) îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ γ = 0. Ïîëó÷åííûå ôàçîâûå ïîðòðåòû ïîçâîëÿþò ïî-

ñòðîèòü çàâèñèìîñòü óñòàíîâèâøåéñÿ ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè (dφ/dτ)0 îò íà÷àëüíîé

ðàññòðîéêè γ (ðèñ. 4), ïîêàçûâàþùóþ, ÷òî ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì, ìåäëåííîì óâåëè-

1

g-1

dj

dt( )
0

ñèíõðîíèçì

áèå
íè

ÿ

0

Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü óñòàíîâèâøåéñÿ ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè îò íà÷àëüíîé äëÿ ìîäåëè (10)

÷åíèè íà÷àëüíîé ðàññòðîéêè γ îò íóëÿ âïëîòü äî 1 èìååò ìåñòî ñèíõðîííûé ðåæèì

ñ íóëåâîé îøèáêîé ñèíõðîíèçàöèè. Ïðè γ = 1 èìååò ìåñòî áèôóðêàöèÿ ñëèÿíèÿ
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óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ïðîèñõîäèò ñðûâ ñèíõðîííîãî

ðåæèìà è óñòàíîâëåíèå ðåæèìà áèåíèé (êðèâàÿ äëÿ γ > 1 äàíà óñëîâíî). Ïðè ìåä-

ëåííîì óìåíüøåíèè γ âõîæäåíèå â ðåæèì ñèíõðîíèçìà è èñ÷åçíîâåíèå àñèíõðîííîãî

ðåæèìà áèåíèé ïðîèñõîäèò ïðè òîì æå çíà÷åíèè γ = 1. Ðàññòðîéêó γ = 1 îáû÷íî

íàçûâàþò ¾ïîëîñîé ñèíõðîíèçàöèè¿.

2.2 Cëó÷àé èíòåãðèðóþùåãî ôèëüòðà

Îáðàòèìñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè ñ èíåðöèîííûìè öåïÿ-

ìè óïðàâëåíèÿ. Òàêèå ÑÔÑ, åñòåñòâåííî, îáëàäàþò áîëåå ñëîæíîé äèíàìèêîé. Îñ-

íîâíîå âíèìàíèå îáðàòèì íà ñëó÷àé òèïîâîãî èíòåãðèðóþùåãî è ïðîïîðöèîíàëüíî-

èíòåãðèðóþùåãî ôèëüòðîâ â öåïÿõ óïðàâëåíèÿ ÑÔÑ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàëè÷èÿ â ÔÀÏ èíòåãðèðóþùåãî RC-ôèëüòðà K(p)=( 1 +

+Tp)−1. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (9) ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ1 =

= t
√

Ω/T ïðèíèìàåò âèä
d2φ

dτ 21
+ λ

dφ

dτ1
+ sinφ = γ. (11)

Çäåñü ââåäåí ïàðàìåòð λ = 1/
√
ΩT . Íàðÿäó ñ ïàðàìåòðîì λ çäåñü è äàëåå áóäåò

óïîòðåáëÿòüñÿ ïàðàìåòð ε = ΩT = λ−2. Óðàâíåíèå (11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ñèñòåìû

dφ

dτ1
= y,

dy

dτ1
= γ − λy − sinφ. (12)

èëè

dφ

dτ
= y, ε

dy

dτ
= γ − y − sinφ.

Ñèñòåìà (12) õîðîøî èçó÷åíà â íåëèíåéíîé òåîðèè êîëåáàíèé [15]. Íà ðèñ. 5à äàíî

ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ íà îáëàñòèD1,D2,D3, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì

ðåæèìàì ðàáîòû. Ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè (φ, y)

äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îáëàñòÿì D1, D2, D3, ïðåäñòàâëåíî íà

ðèñ. 5á,â,ã ñîîòâåòñòâåííî. Íà ôàçîâîì öèëèíäðå ïðè γ < 1 åñòü äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ ñ êîîðäèíàòàìè φs = arcsin γ, ys = 0 è φu = π− arcsin γ, yu=0. Äëÿ ïàðàìåòðîâ,

ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè D1, ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ íà ôàçîâîì öèëèíäðå

èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ñ ðîñòîì âðåìåíè ïðèõîäèò â óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-

ñèÿ O1(φ
s, ys) (çà èñêëþ÷åíèåì ñåïàðàòðèñ S2, S4, âõîäÿùèõ â ñåäëî O2(φ

u, yu)). Äëÿ

ïàðàìåòðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè D2, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé èçîá-

ðàæàþùàÿ òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè (φ, y) ñ ðîñòîì âðåìåíè ëèáî ñòðåìèòñÿ ê óñòîé÷èâî-

ìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ, ëèáî ê óñòîé÷èâîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó (ðèñ. 5â). Îáëàñòè

D1 è D2 ðàçäåëÿåò êðèâàÿ γ = γ∗(ε). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå êðè-

âîé γ∗(ε), ÿâëÿþòñÿ áèôóðêàöèîííûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåòëå ñåïàðàòðèñ ñåäëà
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Ðèñ. 5: Ïàðàìåòðè÷åñêèé (à) è ôàçîâûå (á�ã) ïîðòðåòû ìîäåëè (12)

O2(φ
u, yu), îáðàçóþùåéñÿ îò ñëèÿíèÿ ñåïàðàòðèñ S1 è S2. Ïðÿìàÿ γ = 1 íà ïëîñêîñòè

(γ, ε) òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííîé, ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàçîâàíèþ ñåäëî-óçëà îò

ñëèÿíèÿ óñòîé÷èâîãî O1 è íåóñòîé÷èâîãî O2 ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòü êðèâîé

γ = 1, ïðèëåãàþùåé ê îñè ε = 0, îòâå÷àåò áèôóðêàöèè ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëî-óçëà.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü D1 ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ â ñèñòå-

ìå ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì ñèíõðîíèçìà. Ãðàíèöó

ýòîé îáëàñòè îáðàçóþò ïðÿìàÿ γ = 1 è êðèâàÿ γ = γ∗(ε). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðèëî-

æåíèé âàæíî çíàòü äîñòàòî÷íî òî÷íî ðàñïîëîæåíèå êðèâîé γ∗(ε) íà ïëîñêîñòè (ε, γ).

Ìíîãèå àâòîðû, íà÷èíàÿ ñ Òðèêîìè, èññëåäîâàâøèå óðàâíåíèå ìàÿòíèêà (11), ïðåä-

ëàãàëè ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå ïîñòðîåíèÿ êðèâîé γ = γ∗(ε) [14,16]. Ñåé÷àñ áîëåå

åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîãî ÝÂÌ.

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïàðàìåòðè÷åñêèõ è ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ (ðèñ. 5) ïîçâîëÿþò

ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü óñòàíîâèâøåéñÿ ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè y0 îò íà÷àëüíîé ðàñ-

ñòðîéêè γ. Ýòà çàâèñèìîñòü ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 6. Îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ìåä-
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Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü óñòàíîâèâøåéñÿ ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè îò íà÷àëüíîé äëÿ ìîäåëè (12)

ëåííîì, êâàçèñòàòè÷åñêîì óâåëè÷åíèè íà÷àëüíîé ðàññòðîéêè γ îò íóëÿ äî åäèíèöû

èìååò ìåñòî ðåæèì ñèíõðîíèçìà ñ íóëåâîé óñòàíîâèâøåéñÿ ðàçíîñòüþ ÷àñòîò. Ïðè

äîñòèæåíèè γ = 1 ïðîèñõîäèò ñðûâ ñèíõðîííîãî ðåæèìà, è óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì

áèåíèé (êðèâàÿ äëÿ γ > 1 äàíà óñëîâíî). Ðàññòðîéêó γ = 1 íàçûâàþò ïîëîñîé ñèí-

õðîíèçìà. Ïðè óìåíüøåíèè íà÷àëüíîé ðàññòðîéêè γ çàõâàò â ðåæèì ñèíõðîíèçìà

ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèè γ = γ∗ < 1. Ýòó ðàññòðîéêó íàçûâàþò ïîëîñîé çàõâà-

òà γçàõâ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëîñà çàõâàòà îïðåäåëÿåòñÿ áèôóðêàöèåé ïåò-

ëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà γçàõâ = γ∗. Ôàêòè÷åñêè èìååò ìåñòî ãèñòåðåçèñíàÿ ñèòóàöèÿ

(γçàõâ < γñèíõð = 1), èëëþñòðèðóåìàÿ ãðàôèêîì ðèñ. 6 (âíå ïîëîñû çàõâàòà â ðåæèìå

áèåíèé êðèâàÿ y0(γ) äàíà óñëîâíî).

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå RC-ôèëüòðà â öåïü óïðàâëåíèÿ ñèñòåìû ÔAÏ ïðèâåëî ê

óìåíüøåíèþ ïîëîñû ÷àñòîò, îáåñïå÷èâàþùåé ãàðàíòèðîâàííî óñòàíîâëåíèå ðåæèìà

ñèíõðîíèçìà ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, òî åñòü ïðèâåëî ê íàëè÷èþ ãèñòåðå-

çèñà (γçàõâ < γñèíõð = 1). Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå â êîëüöå ÔÀÏ áîëåå

ñëîæíûõ ôèëüòðîâ, ÷åì èíòåãðèðóþùèé, ìîæåò ïðèâåñòè ê òàêîìó óñëîæíåíèþ äè-

íàìèêè, ïðè êîòîðîì ïîëîñà çàõâàòà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ íå òîëüêî áèôóðêàöèåé

ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëà, íî è äðóãèìè, áîëåå ñëîæíûìè, áèôóðêàöèÿìè, íàïðèìåð,

ñâÿçàííûìè ñ ðîæäåíèåì ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èç ñãóùåíèÿ òðàåêòîðèé. Ðàññìîòðèì

äàëåå èìåííî òàêîé ñëó÷àé.

2.3 Cëó÷àé ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðèðóþùåãî ôèëüòðà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðèðóþùåãî ôèëüòðàK(p)=(1+nTp)/(1+

+Tp) â öåïè óïðàâëåíèÿ. Òàêîé ôèëüòð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå óïîòðåáëÿåìûõ
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Ðèñ. 8: Ôàçîâûå ïîðòðåòû (à�ã) è ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò (ä) äëÿ ìîäåëè (13). L � óñòîé-

÷èâûé öèêë, Γ � íåóñòîé÷èâûé öèêë
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íà ïðàêòèêå. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (9) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dφ

dτ1
= y,

dy

dτ1
= γ −

(
λ+

n

λ
cosφ

)
y − sinφ, (13)

ãäå τ1 = t
√
Ω/T , λ = 1/

√
ε, ε = ΩT , 0 ≤ n < 1. Äèíàìèêó (13) õàðàêòåðèçóåò âîç-

ìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ àñèíõðîííûõ âðàùàòåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé íå òîëü-

êî ÷åðåç áèôóðêàöèþ ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà, êàê ýòî èìåëî ìåñòî â ñèñòåìå (12),

íî è ÷åðåç áèôóðêàöèþ äâîéíîãî öèêëà [17]. Íà ðèñ. 7 ñïëîøíîé ëèíèåé äàíû áè-

ôóðêàöèîííûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåòëå ñåïàðàòðèñ ñåäëà, à øòðèõîâûìè �

ñîîòâåòñòâóþùèå äâîéíîìó öèêëó [18].

Äëÿ êàæäîãî n=n0 ïåðåñå÷åíèå áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ (òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ M

îòìå÷åíû êðåñòèêàìè) ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèÿõ ε=ε0, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèåì

1

ε
− n0

√
1− γ2 = 0. (14)

Óñëîâèå (14) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îáðàùåíèÿ â íîëü ñåäëîâîé âåëè÷èíû ñåäëà

O2(φ
u, 0), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëèÿíèþ äâîéíîãî öèêëà ñ ïåòëåé ñåïàðàòðèñû ñåäëà.

Ïðè ε < ε0 (ñëåâà îò òî÷êè M) ïåòëÿ ñåïàðàòðèñû óñòîé÷èâà, à ïðè ε > ε0 (ñïðàâà

îò òî÷êè M) � íåóñòîé÷èâà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîñà çàõâàòà γ = γ∗(ε, n) ÔÀÏ ñ ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðèðóþ-

ùèì ôèëüòðîì äëÿ çíà÷åíèé ε < ε0 îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòüþ áèôóðêàöèîííîé êðèâîé,

ñîîòâåòñòâóþùåé ïåòëå ñåïàðàòðèñ ñåäëà, à äëÿ çíà÷åíèé ε > ε0 � áèôóðêàöèîííîé

êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé äâîéíîìó öèêëó. Áèôóðêàöèîííûå êðèâûå ðèñ. 7 (âìåñòå

ñ áèôóðêàöèîííîé ïðÿìîé γ = 1, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëèÿíèþ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé-

÷èâîãî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ) äåëÿò ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ (ε, γ, n) íà îáëàñòè

D1, D2, D3 (ðèñ. 8ä). Ôàçîâûå ïîðòðåòû äëÿ ýòèõ îáëàñòåé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8à�

ã. Â îáëàñòè D1 ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì ñèíõðîíè-

çàöèè (ðèñ. 8à). Â îáëàñòè D3 âñåãäà óñòàíàâëèâàåòñÿ àñèíõðîííûé âðàùàòåëüíûé

ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì (ðèñ. 8ã), â îáëàñòè D2 âîçìîæíî óñòàíîâëåíèå ëèáî ðåæèìà

ñèíõðîíèçàöèè, ëèáî àñèíõðîííîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà âðàùåíèé â çàâèñèìîñòè

îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (âîçìîæíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû äàíû íà ðèñ. 8á äëÿ ïîäîáëà-

ñòè D1
2 è íà ðèñ. 8â äëÿ ïîäîáëàñòè D2

2).

3 Äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû àíñàìáëåé

Â òåîðèè êîëåáàíèé êîíå÷íàÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ ëþáîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ýòî

ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ íà îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ðåæè-

ìàì ðàáîòû [15]. Äëÿ àíñàìáëåé ñîñòîÿùèõ èç áîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåíèå

ïîëíîãî ðàçáèåíèÿ, ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â ìíîãîìåðíîì ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå è ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íå ðàçðåøèìîé çàäà÷åé â ñèëó áîëüøîãî
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ðàçíîîáðàçèÿ ýòèõ òðàåêòîðèé. Âçãëÿä íà öåïî÷êó ñ ïîçèöèé ïîâåäåíèÿ ïàðöèàëüíûõ

ÑÔÑn ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè öåïî÷êè.

Ïàðöèàëüíûé ýëåìåíò ðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷êè ìîæåò ôóíêöèîíèðîâàòü â ñëå-

äóþùèõ ðåæèìàõ [9, 19, 20]. Ðåæèì ñèíõðîíèçìà ãåíåðàòîðà Ã îïîðíûì ñèãíàëîì,

ïðè êîòîðîì ÷àñòîòû îïîðíîãî è ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðîâ ðàâíû, à ìåäëåííûå

èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ýòè ÷àñòîòû, ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ êîìïåí-

ñèðóþòñÿ äåéñòâèåì ñèñòåìû àâòîïîäñòðîéêè. Ðåæèì êâàçèñèíõðîíèçìà, ïðè êîòî-

ðîì ÷àñòîòû îïîðíîãî è ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðîâ ðàâíû â ñðåäíåì. Â ýòîì ðå-

æèìå íà âûõîäå ÑÔÑ èìåþò ìåñòî êîëåáàíèÿ ñ óãëîâîé ìîäóëÿöèåé, ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà

êîòîðûõ ñòàáèëèçèðîâàíà ÷àñòîòîé îïîðíîãî ñèãíàëà. Ðåæèì áèåíèé, åñëè ñðåäíåå

çíà÷åíèå ðàçíîñòè ÷àñòîò íå ðàâíî íóëþ, à ðàçíîñòü ôàç ïîäñòðàèâàåìîãî è îïîðíî-

ãî ñèãíàëîâ íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàåò. Â ýòîì ðåæèìå íà âûõîäå ÑÔÑ èìåþò ìåñòî

êîëåáàíèÿ ñ óãëîâîé ìîäóëÿöèåé, íî â ýòîì ðåæèìå ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ìîäóëèðîâàí-

íûõ êîëåáàíèé íå ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé îïîðíîãî ñèãíàëà. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

ïàðöèàëüíîé ñèñòåìû ñèíõðîííîìó ðåæèìó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà, êâàçèñèíõðîííî-

ìó ðåæèìó è ðåæèìó ðåæèìó áèåíèé � òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâåííî, îãðàíè÷åííûå è

íåîãðàíè÷åííûå ïî ïåðåìåííîé φ.

Ðàññìàòðèâàÿ äèíàìèêó àíñàìáëÿ, êàê ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ ñ èíäèâèäóàëüíîé

äèíàìèêîé, ìîæíî âûäåëèòü [3] ðåæèì ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè, êîãäà âñå ïàðöè-

àëüíûå ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ â ñèíõðîííîì ðåæèìå; ðåæèì ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè

� â ñèíõðîííîì ðåæèìå íàõîäÿòñÿ ëèøü ÷àñòü ãåíåðàòîðîâ, ïðè ýòîì ðåæèì ÷àñòè÷-

íîé ñèíõðîíèçàöèè, ìîæåò áûòü ðàçäåëåí íà ðåæèìû ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè ñ

áîëåå òîíêîé ñòðóêòóðîé, íàïðèìåð, ó÷èòûâàþùèõ ÷èñëî ãåíåðàòîðîâ ôóíêöèîíèðó-

þùèõ â ñèíõðîííîì ðåæèìå, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ ãåíåðàòîðîâ ïî ïðîñòðàí-

ñòâó. Ïîñêîëüêó, â ðåæèìå ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè, ýëåìåíòû àíñàìáëÿ íàõîäÿòñÿ

êàê â ñèíõðîííîì, òàê è â àñèíõðîííîì ðåæèìàõ, òîò ýòè ðåæèìû ìîãóò áûòü ðàñ-

ñìîòðåíû ñ ïîçèöèè àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ [21], ò.å. õàðàêòåðèçîâàòüñÿ êîëè÷åñòâîì

ýëåìåíòîâ öåïî÷êè ôóíêöèîíèðóþùèõ, íàïðèìåð, â êâàçèñèíõðîííîì ðåæèìå (ðå-

æèì ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè). Ïðè îòñóòñòâèè ãåíåðàòîðîâ, ôóíêöèîíèðó-

þùèõ â ñèíõðîííîì ðåæèìå, íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò àíàëèç ÷èñëà è ðàñïðåäåëåíèÿ

ïî ïðîñòðàíñòâó ãåíåðàòîðîâ, ôóíêöèîíèðóþùèõ â êâàçèñèíõðîííîì ðåæèìå, ïðè

ýòîì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàçäåëåíèå êîëåáàíèé íà ðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå, à

òàêæå òðàíñôîðìàöèÿ êîëåáàíèé ïðè äâèæåíèè ïî ïðîñòðàíñòâó îò îäíîãî ýëåìåíòà

öåïî÷êè ê äðóãîìó.
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4 Äèíàìèêà öåïî÷êè ïàðàëëåëüíî ñâÿçàííûõ ÑÔÑ

áåç ôèëüòðîâ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ìîäåëè öåïî÷êè ïà-

ðàëëåëüíî ñâÿçàííûõ ÑÔÑ. Ðàññìîòðåíà íàèáîëåå ïðîñòàÿ îäíîðîäíàÿ öåïî÷êà ÑÔÑ

ñ ôèëüòðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è èäåàëèçèðîâàííûìè ôèëüòðàìè â öåïÿõ óïðàâëåíèÿ,

äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (3) è (4). Èçó÷åíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ñíà÷àëà ðàññìàòðè-

âàþòñÿ äâèæåíèÿ ìîäåëè (4) � èçó÷àþòñÿ ñèíõðîííûå ðåæèìû öåïî÷êè, àâòîêîëåáà-

òåëüíûå ðåæèìû ìàëûõ àíñàìáëåé, îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ïàðöèàëüíîãî ýëåìåíòà

öåïî÷êè ïðîèçâîëüíîé äëèííû. Äàëåå îáñóæäàþòñÿ äâèæåíèÿ ìîäåëè (3), ïðè ýòîì

îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âëèÿíèþ ïàðàìåòðîâ ôèëüòðîâ öåïåé óïðàâëåíèÿ íà

äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû àíñàìáëÿ.

4.1 Ðåæèìû ñèíõðîíèçàöèè

Èññëåäîâàíèå ðåæèìîâ ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè, ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñîñòîÿíèé

ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè (4) � ïîèñêó óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è âûäåëåíèå îá-

ëàñòåé èõ ñóùåñòâîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.

Íà ðèñ. 9 èçîáðàæåíû îáëàñòè CN
S ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ìîäå-

ëè (4) â ñëó÷àÿõ N = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âíóòðè âûäåëåí-

íûõ îáëàñòåé ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïî÷êà ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà, ò.å. âñå ãåíåðàòîðû

öåïî÷êè ôóíêöèîíèðóþò â ñèíõðîííîì ðåæèìå. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì

N îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè óìåíüøàåòñÿ è ïðè

N → ∞ îáëàñòü CN
S âûðîæäàåòñÿ â îáëàñòü C∞

S c ãðàíèöàìè (ïóíêòèðíûå ëèíèè):

γ∞
l = δ − 1,−1 < δ < 0; γ∞

t = 1, 0 < δ < 1; 0 < γ < 1, δ = 1. Ïðè |γ| > 1

ñèíõðîííûå ðåæèìû îòñóòñòâóþò. Çàìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà è íèæíÿÿ ãðà-

íèöà CN
S äëÿ íå÷åòíûõ N > 2 � ãëàäêèå êðèâûå. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà CN

S äëÿ ÷åò-

íûõ N èìååò èçëîìû â òî÷êàõ a(δ∗, γ∗ = 1 − δ∗), ãäå δ∗ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

δN−1 − 2
[∑N−2

i=0 (−δ)i
]
= 0, N = 4, 6, 8, ... . Ïðè ýòîì ñâåðõó îò òî÷åê a ãðàíèöû îáëà-

ñòåé CN−1
S è CN

S ñîâïàäàþò.

Ðèñóíîê 9 äàåò ïðåäñòàâëåíèÿ î ñòðóêòóðå îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ÷à-

ñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè. Â ìîäåëè (4) ïðè γ < 1 ïåðâûé ýëåìåíò öåïî÷êè âñå-

ãäà íàõîäèòñÿ â ñèíõðîííîì ðåæèìå, ñîñòîÿíèÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ çàâèñèò îò çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðîâ γ è δ. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé γ è δ, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå∣∣γ [Σi=n∗−1
i=0 δ(−1)i

]∣∣ < 1, âñåãäà ìîæíî íàéòè n∗, îïðåäåëÿþùåãî ýëåìåíòû öåïî÷êè

íàõîäÿùèåñÿ â ðåæèìå ñèíõðîíèçìà. Òàêèì îáðàçîì â öåïî÷êå ñóùåñòâóåò ðåæèì

÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè, â êîòîðîì ýëåìåíòû öåïî÷êè ñ íîìåðàìè n ≤ n∗ ôóíê-
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Ðèñ. 9: Îáëàñòè CN
S ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ìîäåëè (4)

äëÿ N = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8

öèîíèðóþò â ðåæèìå ñèíõðîíèçìà, à ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè n > n∗ � â àñèíõðîííûõ

ðåæèìàõ.

Îáùåå óðàâíåíèå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êðèâûõ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ðå-

æèìà i-ãî è (i-1)-ãî ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ïåðåñå÷åíèÿ îäíîé êðèâîé ñ

ïðÿìîé γ = δ − 1 è èìååò âèä ïîëèíîìà ñòåïåíè N − 1:

δN−1 − 2
N∑

n=0

(−δ)n = 0, (15)

ãäå N � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â öåïî÷êå. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü êîðíè ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ ìîæíî òîëüêî èç ÷èñëåííîãî ñ÷¼òà, îäíàêî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè N = 4, óðàâ-

íåíèå (15) ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì Êàðäàíî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâà êîìïëåêñíî

ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíÿ, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà, è îäèí äåé-

ñòâèòåëüíûé δ = δ∗ ≈ 1.53, òîãäà çíà÷åíèå âòîðîé êîîðäèíàòû ìîæíî ïîëó÷èòü èç

óðàâíåíèÿ ïðÿìîé î÷åíü ïðîñòî: γ = 0.53, ÷òî, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòàìè

ýòîé òî÷êè íà ðèñ. 9.

Çà èñ÷åçíîâåíèåì ðåæèìà ñèíõðîíèçàöèè ìîæíî ñëåäèòü íå òîëüêî ïðè èçìåíå-
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Ðèñ. 10: Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïîëîñà ñèíõðîíèçàöèè äëÿ ìîäåëè (4) â ïðîåêöèè íà ïëîñ-

êîñòü (n∗, γ)
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íèè ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé n, íî è ïàðàìåòðîâ γ, δ. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà-

÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè δ, äëÿ ëþáîãî íîìåðà n∗ ìîæíî îïðåäåëèòü áèôóðêàöèîííîå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà γs(n
∗, δ), ñîîòâåòñòâóþùåå èñ÷åçíîâåíèþ ðåæèìà ñèíõðîíèçàöèè

èç ñîîòíîøåíèÿ

|γ
N∑

n=0

(−δ)n | = 1. (16)

Äèàïàçîí âåëè÷èí γs(n
∗, δ), îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì (16), íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâåí-

íîé ïîëîñîé ñèíõðîíèçàöèè [3], ïîñêîëüêó äëÿ ïàðöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè

n = 1, 2, ..., n∗ îáåñïå÷èâàåòñÿ äîñòèæåíèå ñèíõðîíèçìà â ïîëîñå íà÷àëüíûõ ðàññòðî-

åê ïî ÷àñòîòå 0 < γ < γs(n
∗, δ). Íà ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè

γ = γs(n
∗, δ). Äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàíèÿ ãðàôèêàìè òî÷êè äëÿ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé

n∗ ñîåäèíåíû ïðÿìûìè.

Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëåíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïîëîñà ñèíõðîíèçàöèè äëÿ ìîäåëè (4)

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (γ, δ, n).
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Ðèñ. 11: Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïîëîñà ñèíõðîíèçàöèè äëÿ ìîäåëè (4)

Â ðåæèìå ñèíõðîíèçàöèè óñòàíîâèâøèåñÿ çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ îøèáîê îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñîîòíîøåíèåì

φs
n = arcsin γn, (17)

Íà ðèñ. 12 äàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè φs
n îò n äëÿ ðàçëè÷íûõ γ è δ (òî÷êè äëÿ

ðàçíûõ n ñîåäèíåíû ïðÿìûìè).

Ïðè γ < 1, δ < 1 âñå ýëåìåíòû öåïî÷êè ñèíõðîíèçèðóþòñÿ. Èçìåíåíèå çíà÷åíèé

φs
n ñ ðîñòîì ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû èìååò õàðàêòåð óñòîé÷èâîãî ïðîöåññà,
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Ðèñ. 12: Ýâîëþöèÿ ôàçîâûõ îøèáîê φs
n ñèíõðîííîãî ðåæèìà âíèç ïî ïîòîêó ïðè

δ = 0.1 (a), 0.5 (á), 0.9 (â)
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Ðèñ. 13: Äèàãðàììà Ëàìåðåÿ îòîáðàæåíèÿ sinφi = γ − δ sinφi−1

ñòðåìÿùåãîñÿ ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ φ̄s = arcsin[γ/(1 + δ)]. Ýòî çíà÷åíèå ñîîòâåò-

ñòâóåò óñòîé÷èâîé ïðè δ < 1 íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿ: γ−sinφi−δ sinφi−1=0.

Äëÿ èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 13 ïðèâåäåíà äèàãðàììà Ëàìåðåÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòî-

ìó îòîáðàæåíèþ ïðè 0 < δ < 1. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â öåïî÷êå,

îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè (4), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâåííî êâàçèîäíîðîäíûé ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè.
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Ðèñ. 14: Ýâîëþöèÿ ôàçîâûõ îøèáîê φs
n ñèíõðîííîãî ðåæèìà âíèç ïî ïîòîêó ïðè

δ = 1.1

Ïðè γ < 1, δ > 1 ñèíõðîíèçèðóþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòû öåïî÷êè ñ íîìåðàìè

1 ≤ n ≤ n∗. Ïðè ýòîì èçìåíåíèå çíà÷åíèé φs
n ñ ðîñòîì ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäè-

íàòû èìååò õàðàêòåð íåóñòîé÷èâîãî ïðîöåññà (ðèñ. 14). Äëÿ ýëåìåíòîâ öåïî÷êè ñ
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íîìåðàìè n > n∗ â öåïî÷êå óñòàíàâëèâàþòñÿ àñèíõðîííûå ðåæèìû. Îòìåòèì, ÷òî

ïðè óñèëåíèè àíòîãîíèñòè÷åñêîé ñâÿçè èç ðåæèìà ñèíõðîíèçàöèè ýëåìåíòû öåïî÷êè

¾âûïàäàþò¿ ïîîäèíî÷êå, à ïðè óñèëåíèè êîîïåðàòèâíûì ñâÿçè � ñíà÷àëà ïàðàìè,

äàëåå ïîîäèíî÷êå. Íàðóøåíèå ðåæèìà ñèíõðîíèçìà ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçíèêíîâåíè-

åì ëèáî êâàçèñèíõðîííîãî ðåæèìà, ëèáî ðåæèìà áèåíèé. Ïðè âàðèàöèÿõ ïàðàìåò-

ðîâ àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ýâîëþöèîíèðóþò, îáðàçóÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ, íî

ñòðîéíóþ êàðòèíó ïåðåñòðîåê àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ. Ðàññìîòðèì ýòè êàðòèíû íà

ïðèìåðå àíñàìáëåé èõ äâóõ è òðåõ ýëåìåíòîâ.

4.2 Àñèíõðîííûå ðåæèìû

4.2.1 Àíñàìáëü èç äâóõ ýëåìåíòîâ

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ öåïî÷êó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Äèíàìè÷åñêèå ïðî-

öåññû â òàêîé öåïî÷êå îïèñûâàþòñÿ äâóìÿ ïåðâûìè óðàâíåíèÿìè ìîäåëè (4)

dφ1

dτ
= γ − sinφ1, (18)

dφ2

dτ
= γ − sinφ2 − δ sinφ1.

Ñèñòåìà (18) â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè åå ïðàâûõ ÷àñòåé ïî ïåðåìåííûì φ1 è φ2 ÿâ-

ëÿåòñÿ íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íà òîðîèäàëüíîé ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè

T2 = {φ1(mod2π), φ2(mod2π)}. Êà÷åñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà íà òðàåêòîðèè îïðåäåëÿþò îñîáûå òðàåêòîðèè: ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñå-

ïàðàòðèñû ñåäåë è ïðåäåëüíûå öèêëû [15]. ×òî êàñàåòñÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, òî â

îòëè÷èè îò ïëîñêîñòè íà òîðîèäàëüíîé ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè, êðîìå öèêëîâ îõâàòû-

âàþùèõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (öèêëîâ 1-ãî ðîäà èëè êîëåáàòåëüíûõ), ìîãóò ñóùå-

ñòâîâàòü ïðåäåëüíûå öèêëû 2-ãî ðîäà (âðàùàòåëüíûå), íå îõâàòûâàþùèå ñîñòîÿíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, à îõâàòûâàþùèå òîð â íàïðàâëåíèè ïàðàëëåëè è ìåðèäèàíà. Êðîìå òîãî,

íà òîðå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó íåçàìêíóòûå òðàåêòîðèè. Õà-

ðàêòåð ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé íà òîðîèäàëüíîé ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ

÷èñëîì âðàùåíèÿ [22]

ν1 = lim
φ1→+∞

Φ(φ1, φ
0
2)

φ1

,

ãäå Φ(φ1, φ
0
2) ðåøåíèå (18). Èíòåãðàëüíûå êðèâûå áóäóò èëè çàìêíóòûå èëè íåçà-

ìêíóòûå â çàâèñèìîñòè îò ðàöèîíàëüíîñòè èëè èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà âðàùåíèÿ.

Ïåðâîå óðàâíåíèå (18) íå çàâèñèò îò âòîðîãî è èíòåãðèðóåòñÿ. Ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ γ ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âåäåò ñåáÿ ïî ðàçíîìó:

• ïðè γ ≤ 1 ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ φ∗
1 = arcsin γ,
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• ïðè γ > 1 ðåøåíèå [13]

φ1(τ) = 2 arctan

[
γ − 1√
γ2 − 1

tan

√
γ2 − 1

2
(τ + τ0)

]
(19)

ïîñòîÿííî âîçðàñòàåò íà êëàññå ýêâèâàëåíòíîâñòè [−π, π] ñ îòîæäåñòâë¼ííûìè öåëî-

÷èñëåííûìè ñäâèãàìè ïî âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè [23] ïðè ëþáîì τ0 è ïðè íåïðåðûâ-

íîì óâåëè÷åíèè τ . Òàê êàê ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (18) íå ìîãóò áûòü êîëåáà-

òåëüíûìè, òî öèêëû ïåðâîãî ðîäà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè (18) îòñóòñòâóþò.

Íà ðèñ. 15 ïðèâåäåíî ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ {γ, δ} ìîäåëè (18) íà îáëà-
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Ðèñ. 15: Ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ {γ, δ} ìîäåëè (18) [ìîäåëè (4) ïðè N = 2]

ñòè ñ ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Çäåñü ñåðûì öâåòîì îòìå÷åí ôðàãìåíò

îáëàñòè C2
S ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà, à òàêæå íàèáîëåå êðóïíûå ôðàã-

ìåíòû îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ L1,0 (ðèñ. 16a), L1,−1

(ðèñ. 16â), L1,−2, L1,−3, L1,−4, L0,−1 (ðèñ. 16å) è L1,2, L1,3, L1,4 (ðèñ. 16æ), L1,5, L1,6

(ðèñ. 16ç), L0,1. Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âûäåëåííûõ îáëàñòåé [i, j] ñîâïàäàåò ñ ðàöèîíàëü-

íûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ ν = i/j àòòðàêòîðà Li,j. Çíàê ìèíóñ ïåðåä i (j) îçíà÷àåò, ÷òî

êîîðäèíàòà φ1 (φ2), èçîáðàæàþùåé ïðåäåëüíûé öèêë òî÷êè ñ ðîñòîì τ óáûâàåò. Ðà-

âåíñòâî i = 0 (j = 0) ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïåðåìåííàÿ φ1 (φ2) íà öèêëàõ L0,1 è

L0,−1 (L1,0 è L−1,0) îãðàíè÷åíà. Ïðè γ > 1 îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèê-

ëîâ îãðàíè÷åíû áèôóðêàöèîííûìè êðèâûìè äâóêðàòíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà (îäèí

èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïðåäåëüíîãî öèêëà îáðàùàåòñÿ â +1). Â ìîäåëè (18) îáëàñòè
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(a) (á) (â) (ã)

(ä) (å) (æ) (ç)

Ðèñ. 16: Àòòðàêòîðû ìîäåëè (18) ïðè δ=3.5, γ=1.3 (à); γ=1.24 (á); γ=1.16 (ã);

γ=1.08 (ä); γ=0.95 (å); δ=− 1.5, γ=1.1 (æ); γ=1.05 (ç)
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Ðèñ. 17: Äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ìîäåëè ìîäåëè (18) ïðè δ=3. Ñåêóùàÿ

φ2=0

ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïåðåìåæàþòñÿ îáëàñòÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ àòòðàê-

òîðîâ ñ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ (ðèñ. 16á,ã). Ïðè ýòîì, â ñëó÷àå γ > 1,

ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìîäåëè (18) ïî ïåðåìåííîé φ1 èìåþò èíäåêñ i = 1, à èí-

äåêñ j, õàðàêòåðèçóþùèé ÷èñëî íàáåãîâ íà 2π ïî ïåðåìåííîé φ2, ñ óáûâàíèåì γ ïî

àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ðàñòåò. Îòìåòèì, ÷òî ñ óáûâàíèåì γ êàê îáëàñòè ñóùåñòâîâà-

íèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, òàê è îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

ñóæàþòñÿ è íàêàïëèâàþòñÿ ê ïðÿìîé γ = 1. Íà ðèñ. 15 ïðîñòðàíñòâî, âêëþ÷àþùåå

îáëàñòè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ èíäåêñîì j < −4

ïðè δ > 2 è j > 6 ïðè δ < 2, îòìå÷åíî øòðèõîâêîé. Íà ðèñ. 17 ïðåäñòàâëåíà îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, èëëþñòðèðóþùàÿ ýâîëþöèþ
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ðåøåíèé ìîäåëè (18) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ δ c óìåíüøåíèåì γ. Òàê ïåðå-

ìåííàÿ ïåðåìåííàÿ φ1 ïîñòîÿííî íàðàñòàåò, òî íà äèàãðàììå ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ

âñïîìîãàòåëüíîé âåëè÷èíû φ̄1 = φ1(mod2π), ëèíèÿ íàä äèàãðàììîé îçíà÷àåò, ÷òî ïå-

ðåìåííàÿ φ1 íàðàñòàåò. Íàëè÷èå â îáëàñòè ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé äîïîëíèòåëüíûõ

ëèíèé îáóñëîâëåíî ñëîæíîé ôîðìîé ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

4.2.2 Àíñàìáëü èç òðåõ ýëåìåíòîâ

Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ýëåìåíòîâ â öåïî÷êå îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ÑÔÑ ñòðóê-

òóðà ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (4) óñëîæíÿåòñÿ, ïðè ýòîì ìîäåëü ðàçìåðíî-

ñòè N âñåãäà íàñëåäóåò ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ðàçìåðíîñòè

N − 1. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñöåíàðèè òðàíñôîðìàöèè îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷-

íûõ ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé àíàëîãè÷íû è ïðè óâåëè÷åíèè N ïîâòîðÿþòñÿ. Èçìåíå-

íèÿ îáóñëîâëåííûå ðîñòîì N ìû ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ïåðåõîäà îò ìîäåëè (18) ê

ìîäåëè (4) ïðè N = 3.

Ìîäåëü (4) â ñëó÷àå N = 3 èìååò âèä:

dφ1

dτ
= γ − sinφ1,

dφ2

dτ
= γ − sinφ2 − δ sinφ1, (20)

dφ3

dτ
= γ − sinφ3 − δ sinφ2.

Ìîäåëü (20) îïðåäåëåíà íà òðåõìåðíîì ôàçîâîì òîðå T3 = {φ1(mod2π), φ2(mod2π),

φ2(mod2π)}. Äâèæåíèÿìè íà òîðå T3, ïî àíàëîãèè ñ äâèæåíèÿìè íà ïîâåðõíîñòè T2,

áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü òðåìÿ ÷èñëàìè [i, j, k], ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îäíî-

íàïðàâëåííîñòè äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé çíà÷åíèÿ i, j â ìîäåëè (20) íàñëåäóþòñÿ îò

äâèæåíèé ñèñòåìû (18) è îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé íà òîðå T3

ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ÷èñëàìè âðàùåíèÿ ν1 è ν2, ãäå

ν2 = lim
φ2→+∞

Φ(φ2, φ
0
3)

φ2

.

Ðåøåíèÿ (20) áóäóò çàìêíóòûå, åñëè ν1 è ν2 ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, è íåçàìêíóòûå, åñëè

ν1 èëè ν2 èððàöèîíàëüíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ìîäåëè (20)

ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ

ïåðèîäè÷åñêèõ è ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ ìîäåëè (18).

Íà ðèñ. 18à ïðèâåäåíà ÷àñòü ïëîñêîñòè {γ, δ} ìîäåëè (20) â èíòåðâàëå 0 < δ < 2,

êîòîðàÿ â ìîäåëè (18) çàõâàòûâàåò ÷àñòü îáëàñòè C2
S ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ è îáëàñòü

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ òèïà [1,0] (ñì. ðèñ. 15). Ðàññìîòðèì òðàíñôîðìàöèþ ýòèõ

îáëàñòåé ïðè ïåðåõîäå îò ìîäåëè (18) ê ìîäåëè (20).

Â ìîäåëè (20) îáëàñòü C2
S ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå îáëàñòè: ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ C3

S è

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ òèïà [0,0,1]. Ïðîåêöèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ òèïà [0,0,1]
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Ðèñ. 18: Ôðàãìåíòû ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ {γ, δ} ìîäåëè (20) [ìîäåëè (4) ïðè N = 3].
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íà ïëîñêîñòü (φ1, φ2) åñòü òî÷êà, à íà ïëîñêîñòü (φ2, φ3) � îòðåçîê ïàðàëëåëüíûé îñè

φ3. Îáëàñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ ìîäåëè (18) òèïà [1,0] ïðåâðàùàåòñÿ â ñëîè-

ñòóþ ñòðóêòóðó, ãäå îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé òèïà [1, 0, k],

k = 0, 1, 2, 3, .... ïåðåìåæàþòñÿ îáëàñòÿìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Íà ðèñ. 18à

îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òèïà [1, 0, 0], [1, 0, 1], [1, 0, 2], [1, 0, 3], [1, 0, 4],

âûäåëåíû îòòåíêàìè ñåðîãî öâåòà, îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâè-

æåíèé � áåëûì. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ òèï [1, 0, k] è îáëàñòè

êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé c óâåëè÷åíèåì k ñóæàþòñÿ è íàêàïëèâàþòñÿ ê ïðÿìîé

γ = 1. Ïðîñòðàíñòâî ñ òîíêîé ñòðóêòóðîé (ñîäåðæàùåå îáëàñòè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ èíäåêñîì k > 4) íà ðèñ. 18à çàøòðèõîâàíà. Îá-

ëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé îãðàíè÷åíû áèôóðêàöèîííûìè êðè-

âûìè äâóêðàòíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, êîòîðûå ñîáèðàþòñÿ â òî÷êå (γ=1, δ=1).
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Ðèñ. 19: Ïðîåêöèè àòòðàêòîðîâ ìîäåëè (18) íà ïëîñêîñòü (φ2, φ3) ïðè

δ=1.5, γ=1.17 (à); γ=1.157 (á); γ=1.12 (â); γ=1.07 (ã); γ=1.04 (ä)

Íà ðèñ. 18á ïðèâåäåí ôðàãìåíò ïëîñêîñòè {γ, δ} ìîäåëè (20) äëÿ δ > 2. Â ìîäåëè

(18) ýòîò ôðàãìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç îáëàñòåé

ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé òèïà [1, j], j = 0,−1,−2,−3, ..., ðàçäåëåííûõ

îáëàñòÿìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé (ñì. ðèñ. 15). Â ìîäåëè (20) îáëàñòè ìî-

äåëè (18) êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ñîõðàíÿþòñÿ, ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé òèïà

[1, j] ðàññëàèâàþòñÿ íà îáëàñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé òèïà [1, j, k] è êâàçèïåðè-

îäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïðèìåðû ðàññëîåíèÿ îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé òèïà [1, 0] è [1,-1] ìîäåëè (18), ïðè ïåðåõîäå ê ìîäåëè (20), ïðåäñòàâëåíû íà

ðèñ. 18á. Ó ìîäåëè (20) â îáëàñòè [1, 0] óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé ñ èíäåêñàìè [1, 0, 1], [1, 0, 2] è [1, 0, 3], â îáëàñòè [1,−1] � ñ èíäåêñàìè [1,−1, 1],

[1,−1, 2] è [1,−1, 3]. Íà ðèñ. 18á îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îò-

ìå÷åíû ñâåòëûìè òîíàìè, êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ � òåìíûìè, ïðîñòðàíñòâî ñ òîíêîé

ñòðóêòóðîé çàøòðèõîâàíà.
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4.2.3 Îñîáåííîñòè äèíàìèêè ïàðöèàëüíîãî ýëåìåíòà öåïî÷êè ïðîèçâîëü-

íîé äëèííû

Ðàññìîòðèì öåïî÷êó ïðîèçâîëüíîé äëèííû, ôóíêöèîíèðóþùóþ â ðåæèìå ÷àñòè÷íîé

ñèíõðîíèçàöèè. Â òàêîé öåïî÷êå ïðåäñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå äèíàìè÷åñêèå ðåæè-

ìû ïàðöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïåðâûå n∗ ýëåìåíòîâ íàõîäÿòñÿ â ðåæèìå ñèíõðîíèçìà,

ÑÔÑn∗+1 ôóíêöèîíèðóåò â ðåæèìå áèåíèé, ãäå φn∗+1 èçìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî (19). Êîëå-

áàíèÿ ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ öåïî÷êè ìîãóò áûòü êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè è ïåðèîäè-

÷åñêèìè, êàê ïðîñòîé, òàê è ñëîæíîé ôîðìû. Õàðàêòåð êîëåáàíèé çàâèñèò îò íîìåðà

n ýëåìåíòà öåïî÷êè è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè γ è δ.

Êîëåáàíèÿ ÑÔÑn ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ

dφn

dτ
= γ − sinφn − δ sinφn−1, (21)

è ìîãóò áûòü òîëüêî ðåãóëÿðíûìè. Õàîòè÷åñêèìè îíè ìîãëè áû áûòü òîëüêî ïðè

õàîòè÷åñêîì èçìåíåíèè ïåðåìåííîé φn−1, îäíàêî ñòðóêòóðà ðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷-

êè ýòîãî íå äîïóñêàåò. Äëÿ n < n∗ ïåðåìåííàÿ φn−1 åñòü êîíñòàíòà. Ïðè n = n∗ + 1

óðàâíåíèå (21), ó÷èòûâàÿ (19), ïðåîáðàçóåòñÿ â íåàâòîíîìíîå óðàâíåíèåì ïåðâîãî

ïîðÿäêà ñ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêîé. Äèíàìèêà ìîäåëè (21) â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íà

äèíàìèêå ìîäåëè (18) ïðè γ > 1. Ïðè n = n∗ + 2 óðàâíåíèå (21) åñòü äèíàìè÷åñêàÿ

ñèñòåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ âíåøíèì ðåãóëÿðíûì âîçäåéñòâèåì. Â ýòîì ñëó÷àå äèíà-

ìèêà ìîäåëè (21) àíàëîãè÷íà äèíàìèêå ìîäåëè (19) è ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Äàëüíåé-

øåå ïðîäâèæåíèå âíèç ïî ïîòîêó íå ìåíÿåò ðåãóëÿðíîñòè âîçäåéñòâèÿ (ïåðåìåííîé

φn−1), ïîýòîìó õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ìîäåëè (4) áûòü íå ìîæåò.

Ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ {γ, δ} ìîäåëè (4) ïðè óâåëè÷åíèè N íàñëåäóåò

ñòðóêòóðó ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ öåïî÷åê ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì

áèôóðêàöèîííûå êðèâûå, îïðåäåëÿþùèå ñòðóêòóðó ïëîñêîñòè {γ, δ} â ñëó÷àå N ïðè

N +1 íå òîëüêî ñîõðàíÿþòñÿ, íî è îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Äàííûé ôàêò íàãëÿäíî èëëþ-

ñòðèðóþò ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîðòðåòû íà ðèñ. 15 è ðèñ. 18, à òàêæå êàðòèíû îòîáðà-

æåíèÿ Ïóàíêàðå íà ðèñ. 20.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå {γ, φi}-äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå (ðèñ. 20) ïîðîæ-

äåíû ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè ìîäåëè (4) íà ñåêóùåé φ1=0 ïðè δ = 4.5 è óâåëè÷å-

íèè γ. Îíè îòðàæàþò ïåðåñòðîéêè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ïÿòè ýëåìåíòîâ öåïî÷êè,

íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðè âàðèàöèÿõ íà÷àëüíîé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè, à òàêæå òðàíñ-

ôîðìàöèþ êîëåáàíèé âíèç ïî ïîòîêó. Ïåðâûé ýëåìåíò öåïî÷êè ôóíêöèîíèðóåò â

ðåæèìå áèåíèé, ïðè êîòîðîì ïåðåìåííàÿ φ1 ïîñòîÿííî íàðàñòàåò. Äèíàìèêà âòîðîãî

ýëåìåíòà öåïî÷êè äëÿ ôèêñèðîâàííîé ñèëû ñâÿçè îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì γ. Ìû

âûáðàëè äâà äèàïàçîíà: γ ∈ [1, 225; 1, 31], ñîäåðæàùèé çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êî-

òîðûõ âòîðîé ýëåìåíò ôóíêöèîíèðóåò â ðåæèìå áèåíèé ñ óáûâàþùåé ðàçíîñòüþ ôàç
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Ðèñ. 20: Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå {γ, φi}-äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ìîäåëè (4)

ïðè δ = 4.5, γ ∈ [1, 225; 1, 31] (ëåâàÿ êîëîíêà) è γ ∈ [1, 4; 1, 65] (ïðàâàÿ êîëîíêà).

Ñåêóùàÿ φ1 = 0.

φ2, è γ ∈ [1, 4; 1, 65], � âòîðîé ýëåìåíò ôóíêöèîíèðóåò â ðåæèìå êâàçèñèíõðîíèçìà.

Íà êðàÿõ âûáðàííûõ äèàïàçîíîâ ÑÔÑ2 ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì áèåíèé, îïðåäåëÿåìûì

êâàçèïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèåì, ïðè ýòîì â ïåðâîì äèàïàçîíå ðàçíîñòü ôàç φ2 óáû-

âàåò, âî âòîðîì � íàðàñòàåò. Íà äèàãðàììàõ ðåæèì áèåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèíèÿìè

íàä è ïîä äèàãðàììàìè. Ëèíèè íàä (ïîä) äèàãðàììàìè îçíà÷àþò, ÷òî ñîîòâåòñòâó-

þùèå ôàçîâûå ïåðåìåííûå φi ïðè τ → +∞ íàðàñòàþò (óáûâàþò), îòñóòñòâèå ëèíèé

ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ïåðåìåííûå îãðàíè÷åíû, ÷òî õàðàê-

òåðíî äëÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ.

Åñëè ñîñòîÿíèå φn ìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè, òî õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ïðåðåìåííîé

φn+1 ìîæåò áûòü êàê ïåðèîäè÷åñêèì, òàê è êâàçèïåðèîäè÷åñêèì. Íà ïëîñêîñòè ïà-

ðàìåòðîâ {γ, δ} îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé n-ãî ýëåìåíòà, äëÿ

n + 1-ãî ýëåìåíòà ðàññëàèâàåòñÿ � îáëàñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïåðåìåæàþòñÿ

îáëàñòÿìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
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ðåæèìîâ n-ãî ýëåìåíòà ñ ðîñòîì n äîñòàòî÷íî áûñòðî ñîêðàùàþòñÿ è ïðàêòè÷åñêè

âûðîæäàþòñÿ ïðè íåáîëüøèõ èçìåíåíèÿõ n. Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, âîçíèê-

øèå â n-îì ýëåìåíòå öåïî÷êè, äàëåå ñîõðàíÿþòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ýëåìåíòàõ öåïî÷êè.

4.3 Ïîäàâëåíèå êîëåáàíèé ¾âíèç ïî ïîòîêó¿

Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ ýëåìåíòîâ öåïî÷êè ïàðàëëåëüíî

ñâÿçàííûõ ÑÔÑ áûë îáíàðóæåí ýôôåêò ïîäàâëåíèÿ êîëåáàíèé ¾âíèç ïî ïîòîêó¿.

Äàííûé ýôôåêò äëÿ öåïî÷åê ñâÿçàííûõ ÑÔÑ íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì, ðàíåå îí íàáëþ-

äàëñÿ, íàïðèìåð, â àíñàìáëÿõ âçàèìîñâÿçàííûõ ôàçîâûõ ñèñòåì [24]. Ñóòü ýôôåêòà

ñîñòîèò â òîì, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé â ýëåìåíòå öåïî÷êè ñ íîìåðîì n ñ ðîñòîì

n óìåíüøàåòñÿ. Â ìîäåëè (4) äàííûé ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ äëÿ îïðåäåëåííîãî òèïà

äâèæåíèé íà òîðå TN è ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ïîäàâëåíèå êîëåáàíèé íàáëþäàåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (γ, δ), ïðèíàäëå-

æàùèõ îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâèæåíèé òèïà [1, 0] â ìîäåëè (18) (ñì. ðèñ. 15) èëè

äâèæåíèé òèïà [1, 0, 0] â ìîäåëè (20) (ñì. ðèñ. 18à), ïðè÷åì íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ, à ëèøü äëÿ çíà÷åíèé δ < 1. Íàïðèìåð, ïðè γ = 1.1 è δ = 0.4 â öåïî÷êå

óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì, â êîòîðîì ÑÔÑ1 ôóíêöèîíèðóåò â ðåæèìå áèåíèé, îñòàëü-

íûå ýëåìåíòû öåïî÷êè íàõîäÿòñÿ â ðåæèìå êâàçèñèíõðîíèçàöèè. Ïðè ýòîì àìïëè-

òóäà êîëåáàíèé ñ ðîñòîì íîìåðà áóäåò óìåíüøàåòñÿ. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà

n0 àìïëèòóäà âñåõ ýëåìåíòîâ ñ íîìåðîì n > n0 áóäåò ïðåíåáðåæèìî ìàëîé è òîãäà

ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ ýëåìåíòà n0 â öåïî÷êå ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ óñòàíî-

âèëñÿ ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè. Êâàçèñèíõðîííûé ðåæèì ñ ìàëîé àìïëèòóäîé êîëåáà-

íèé äàëåå áóäåì íàçûâàòü ðåæèìîì óñëîâíîé ñèíõðîíèçàöèè. Íà ðèñ. 21 ïðèâåäåíû

îñöèëëîãðàììû èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ φ̇2 � φ̇9 ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ γ = 1.1 è

δ = 0.5. Ýòè ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ φ2 �

φ9, à äèàïàçîíû èõ èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèçóþò áëèçîñòü ÷àñòîò êîëåáàíèé ñ îïîðíîãî

è óïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ. Ðàâåíñòâî ðàçíîñòè ÷àñòîò íóëþ ñîîòâåòñòâóåò ñèíõðî-

íèçàöèè êîëåáàíèé óïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ îïîðíûì ñèãíàëîì. Áëèçîñòü ðàçíîñòè

÷àñòîò íóëþ, îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòîòû êîëåáàíèé óïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ è îïîðíîãî

ãåíåðàòîðà áëèçêè, ò.å. ìîæíî ãîâîðèòü î ñèíõðîíèçàöèè ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ.

Ïðè çíà÷åíèÿõ 1 < δ < 2 ýôôåêò ïîäàâëåíèÿ êîëåáàíèé ñîõðàíÿåòñÿ, íî íå äëÿ

âñåõ ýëåìåíòîâ öåïî÷êè. Çäåñü çàòóõàíèå êîëåáàíèé íàáëþäàåòñÿ ëèøü äëÿ êîíå÷-

íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ n1. Äëÿ ýëåìåíòîâ öåïî÷êè ñ íîìåðàìè n > n1 àìïëèòóäà

êîëåáàíèé âíîâü âîçðàñòàåò âïëîòü äî ñðûâà íà ðåæèì áèåíèé. Íà ðèñ. 22 ïðåäñòàâ-

ëåíû ïðîåêöèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ìîäåëè (4) íà ðàñøèðåííûå ëîêàëüíûå ôàçîâûå

ïðîñòðàíñòâà {φi, φ̇i} äëÿ çíà÷åíèé 1 < δ < 2. Èç ïðåäñòàâëåííûõ êàðòèí ñëåäóåò,

÷òî âíà÷àëå öåïî÷êè èìååò ìåñòî ïðîöåññ ïîäàâëåíèÿ êîëåáàíèé âíèç ïî ïîòîêó äî
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Ðèñ. 21: Îñöèëëîãðàììû ñêîðîñòåé èçìåíåíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò ïðè ïàðàìåòðàõ

γ = 1.1 è δ = 0.5
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(a)

(á)

(â)

Ðèñ. 22: Ïðîåêöèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ìîäåëè (4) íà ðàñøèðåííûå ëîêàëüíûå ôà-

çîâûå ïðîñòðàíñòâà {φi, φ̇i} ïðè γ = 1.1, δ = 1.04 (à), δ = 1.049 (á), δ = 1.05 (â)
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óñòàíîâëåíèÿ ðåæèìà óñëîâíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ðåæèì óñëîâíîé ñèíõðîíèçàöèè ñî-

õðàíÿåòñÿ äî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ n < n1. Äëÿ ýëåìåíòîâ öåïî÷êè ñ íîìåðàìè

n > n1 íàáëþäàåòñÿ ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé � ðåæèì óñëîâíîé ñèíõðîíèçàöèè

ÑÔÑn ñìåíÿåòñÿ ëèáî ðåæèìîì êâàçèñèíõðîíèçàöèè, ëèáî ðåæèìîì áèåíèé.

Ïðè δ > 2 â îáëàñòÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ äâèæåíèé òèïà [1, 0] ìîäåëè (18) ([1, 0, 0]

ìîäåëè (20) ýôôåêò ïîäàâëåíèÿ êîëåáàíèé íå íàáëþäàåòñÿ, çäåñü â öåïî÷êå íàáëþ-

äàåòñÿ ïðîöåññ äåðåãóëÿðèçàöèè, îïèñàííûé â ðàçäåëå 4.2.3 (ñì. îïèñàíèå ðèñ. 20).

4.4 Ïîñòðîåíèå êàðò äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ

Íàãëÿäíûì ïðåäñòàâëåíèå êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ àíñàìáëåé ñâÿçàííûõ ÑÔÑ ÿâ-

ëÿþòñÿ êàðòû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ [9]. Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ êàðò äèíàìè÷åñêèõ

ðåæèìîâ ëåæèò ìåòîä òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé [25]. Ïîñêîëüêó äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ

ìîäåëåé âûáðàòü ãëîáàëüíóþ ñåêóùóþ íå óäàåòñÿ, òî òî÷å÷íûå îòîáðàæåíèÿ ñòðî-

ÿòñÿ â ëîêàëüíûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà ëîêàëüíûõ ñåêóùèõ. Òàê ðàçìåðíîñòü

ëîêàëüíûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ â ìîäåëè (4) ðàâíà åäèíèöå, òî ìû áóäåì ïîëü-

çîâàòüñÿ ïîíÿòèåì ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Îáû÷íî â êëàññè÷åñêîé

ìåõàíèêå ïîä ðàñøèðåííûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ïîíèìàþò ôàçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî, äîïîëíåííîå êîîðäèíàòîé âðåìåíè. Â íàøåì ñëó÷àå ïåðåìåííóþ φi äîïîëíèì

ïåðåìåííîé φ̇i, õàðàêòåðèçóþùåé ðàçíîñòü ÷àñòîò. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà

Mi = {(φi, φ̇i) | φi ∈ S, φ̇i ∈ R},

äëÿ ∀i ∈ N. Ïðîñòðàíñòâî Mi, ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öè-

ëèíäð. Îòìåòèì òóò, ÷òî ïðè òàêîì çàäàíèè ðàñøèðåííîãî ëîêàëüíîãî ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà êîîðäèíàòà φ̇i íå ôàçîâàÿ, ñëåäîâàòåëüíî âíóòðè òàêîãî ïðîñòðàíñòâà

òðàåêòîðèè ìîãóò èìåòü òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è ïðè èçó÷åíèè òàêèõ òðàåêòîðèé

ñëåäóåò îáðàùàòü âíèìàíèå íà òàêèå òî÷êè. Â ëîêàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Mi êàæäî-

ãî ýëåìåíòà àíñàìáëÿ ââåä¼ì òðè ñåêóùèå Ïóàíêàðå êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò ýòîãî

ðàñøèðåííîãî ëîêàëüíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà:

S0(φi, φ̇i) = a0 + a1φi + a2φ̇i,

S+(φi, φ̇i) = a+0 + a+1 φi + a+2 φ̇i, (22)

S−(φi, φ̇i) = a−0 + a−1 φi + a−2 φ̇i,

ãäå êîýôôèöèåíòû a+1 = a−1 = a1, a
+
2 = a−2 = a2, à ñâîáîäíûå ÷ëåíû a+0 = a0 − 2π è

a−0 = a0 + 2π. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà a0 ìîæíî âûáðàòü ëþáûì èç

èíòåðâàëà [−π, π] áåç ïîòåðè îáùíîñòè.

Åñëè òðàåêòîðèè ïðîñòðàíñòâà Mi íå ïåðåñåêàþò íè îäíó èç ñåêóùèõ, òî ýòî

çíà÷èò, ÷òî ëèáî òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ, ëèáî ê ïðåäåëüíîìó
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öèêëó ïåðâîãî ðîäà, ëèáî ê õàîòè÷åñêîìó êîëåáàòåëüíîìó àòòðàêòîðó. Äëÿ ïðîâåðêè

ïåðâîãî ïîëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî íóëþ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé, õîòÿ

â ñëó÷àå íàøåãî ïðîñòðàíñòâà õâàòèò ïðîâåðêè òîëüêî âòîðîé êîîðäèíàòû. Åñëè

ôàçîâûå ñêîðîñòè îòëè÷íû îò íóëÿ íà èññëåäóåìîé òðàåêòîðèè, òî äëÿ ïðîâåðêè

âòîðîãî è òðåòüåãî ïîëîæåíèé ñëåäóåò çàìåíèòü êîýôôèöèåíòû ñåêóùåé S0. Äëÿ

ýòîãî ñíà÷àëà âîçüì¼ì òî÷êó íà òðàåêòîðèè è âû÷èñëèì êàñàòåëüíûé âåêòîð v ∈
Mi, åãî êîìïîíåíòàìè áóäóò çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò êîîðäèíàò â ýòîé

òî÷êå.

v = (φ̇i,
dφ̇i

dτ
), ∀i ∈ N (23)

Ýòîò âåêòîð çàäà¼ò âñå êîìïîíåíòû íîâîé ñåêóùåé Ïóàíêàðå êðîìå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà,

à åãî íàéä¼ì, ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû òåêóùåé òî÷êè â íîâîå óðàâíåíèå ñåêóùåé:

a0 = −a1φ̇i − a2
φ̇i

dτ
. (24)

Òåïåðü ó íàñ åñòü íîâîå óðàâíåíèå ñåêóùåé, êîòîðóþ òðàåêòîðèÿ ñòàöèîíàðíîãî àâòî-

êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà â ïðîñòðàíñòâå Mi òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò õîòÿ áû îäèí

ðàç. Åñëè òðàåêòîðèÿ â ïðîñòðàíñòâå Mi íåîäíîêðàòíî òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò

ëþáóþ ñåêóùóþ Sk, òî ïîëó÷àåì íàáîð Bi òî÷åê íà ñåêóùåé, êîòîðûì ìîæíî êà÷å-

ñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó íàáîðó òèï äâèæåíèÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå Mi:

Bi={Xk
j = (φk

i , φ̇
k
i ) : X

k
j ∈ Sk}. (25)

Äëÿ êàæäîé òî÷êè Xk
j ìîæíî îïðåäåëèòü òèï ñåêóùåé ïëîñêîñòè, êîòîðóþ òðàåêòî-

ðèÿ ïåðåñåêëà â äàííîé òî÷êå, êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè è íàïðàâëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè òðàåêòîðèÿ â ïðîñòðàíñòâå Mi ïåðåñåêàåò îäíó èç ïëîñêîñòåé S−

èëè S+, òî âñÿ ñèñòåìà ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé ñìåùàåòñÿ íà 2π â ñîîòâåòñòâóþùóþ

ñòîðîíó.

Åñëè íàáîð Bi íå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, òî åñòü òî÷åê, ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó êîòîðûìè ïî íîðìå ìåíüøå íåêîòîðîãî ìàëîãî ε > 0, òî ñîîòíîøåíèå ÷àñòîò

êîëåáàíèé φi è φ̇i íå âûðàæàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî òðàåêòî-

ðèÿ â ïðîñòðàíñòâåMi íå çàìêíóòà è â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèáî

óñòîé÷èâîå ïî Ïóàññîíó ðåøåíèå, âñþäó ïëîòíîå â ïðîñòðàíñòâåMi, ëèáî ðåàëèçàöèþ

òðàåêòîðèè íà õàîòè÷åñêîì àòòðàêòîðå. Îäíàêî äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïîëåçíî

îáðàáîòàòü ìàññèâ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ è âûäåëèòü òðè êëàññà êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ

òðàåêòîðèé â òàêîì ðàñøèðåííîì ëîêàëüíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Åñëè â íàáîðå â ñðåäíåì áîëüøå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé S+, òî êëàññèôèöèðó-

åì äâèæåíèå êàê êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ñ ïîëîæèòåëüíûì íàáåãîì ôàçû, åñëè â íàáîðå

â ñðåäíåì áîëüøå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé S−, òî êëàññèôèöèðóåì äâèæåíèå êàê

êâàçèïåðèîäè÷åñîå ñ îòðèöàòåëüíûì íàáåãîì ôàçû, åñëè â ñðåäíåì òðàåêòîðèè ïåðå-

ñåêàþò ñåêóùèå S+ è S− îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ðàç, ëèáî íå ïåðåñåêàþò èõ âîîáùå,
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òî êëàññèôèöèðóåì äâèæåíèå êàê êâàçèïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå. Åñ-

ëè ñðåäè òî÷åê èç Bi èìååòñÿ òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ïî íîðìå ìåíüøå

ε, òî ãîâîðèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Mi åñòü îòâå÷àþùàÿ ýòèì òî÷êàì ïåðèîäè÷åñêàÿ

òðàåêòîðèÿ. Òîãäà íàçîâ¼ì êðàòíîñòüþ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

Vi=min{|j − i| | ∥Xk
j −Xk

i ∥ < ε}, (26)

äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî ε > 0. Êðîìå ýòîãî äëÿ êàæäîé òî÷êè íàáîðà Bi, ñ íîìåðàìè

m èç ïîëóèíòåðâàëà [i, j) ñôîðìèðóåì ñóììû:

Λ0=
∑
m

δ0m, (27)

Λ+=
∑
m

δ+m, (28)

Λ−=
∑
m

δ−m, (29)

ãäå δim = −1, åñëè òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò ñåêóùóþ ¾âëåâî¿, δim = +1, åñëè òðàåêòîðèÿ

ïåðåñåêàåò ñåêóùóþ ¾âïðàâî¿. Òîãäà, ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ

ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ ââåä¼ííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé:

• Åñëè âñå ñóììû Λk ðàâíû íóëþ, òî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå êîëåáàòåëüíîå, òàê

êàê êàæäîå ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñåêóùåé â îäíó ñòîðîíó, åñëè îíî åñòü, êîìïåí-

ñèðóåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ýòîé æå ñåêóùåé â îáðàòíóþ ñòîðîíó;

• Åñëè Λ0 = 0, à Λ+ ̸= 0 èëè Λ− ̸= 0:

� Åñëè Λ+ > Λ−, òî äâèæåíèå âðàùàòåëüíîå ñ íàáåãîì ôàçû â ïîëîæèòåëü-

íîì íàïðàâëåíèè;

� Åñëè Λ+ < Λ−, òî äâèæåíèå âðàùàòåëüíîå ñ íàáåãîì ôàçû â îòðèöàòåëü-

íîì íàïðàâëåíèè;

• Λ0 ̸= 0:

� Åñëè Λ+ = Λ− = 0, òî äâèæåíèå êîëåáàòåëüíîå, à êîîðäèíàòû åñòü îãðà-

íè÷åííûå ôóíêöèè âðåìåíè;

� Åñëè Λ+ > Λ−, òî äâèæåíèå êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîå ñ íàðàñòàíèåì

ôàçû;

� Åñëè Λ+ < Λ−, òî äâèæåíèå êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîå ñ óáûâàíèåì ôà-

çû.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ìåòîäà ïîèñêà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

ïðèìåíèì åãî ê ñèñòåìå 4 è ïðîèçâåä¼ì ðàçäåëåíèå àíñàìáëÿ êîëåáàòåëüíûõ ýëåìåí-

òîâ íà êëàñòåðû â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Íà ðèñ. 23 ïîêàçàíà òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ
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äëÿ ïàðàìåòðà γ èç èíòåðâàëà [1, 4; 1, 65] è ôèêñèðîâàííîãî δ = 4.5, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóåò äèàãðàììå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà ðèñ. 20. Íà âåðòèêàëüíîé îñè îòìå÷åíû

íîìåðà ýëåìåíòîâ öåïî÷êè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îêíà ïåðèîäè÷íîñòè íà áèôóðêà-

öèîííîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóþò îêíàì, îòìå÷åííûì ñîîòâåòñòâóþùèì öâåòîì íà

ðèñ. (23), òåì ñàìûì ôóíêöèîíàëüíî ïîâòîðÿÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà îäíîïàðàìåòðè÷å-

ñêèõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåïåðü â íàøåì ðàñïîëîæåíèè

åñòü èíôîðìàöèÿ î òîì, ãäå è êàê ðàñïîëàãàþòñÿ êëàñòåðû ýëåìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûì

õàðàêòåðîì äèíàìèêè.

колебательный режим

вращательный режим с набегом фазы в отрицательном направлении

вращательный режим с набегом фазы в положительном направлении

колебательно-вращательный режим с набегом фазы в отрицательном направлении

колебательно-вращательный режим с набегом фазы в положительном направлении

непериодическое движение с набегом фазы в отрицательном направлении

непериодическое движение с набегом фазы в положительном направлении

непериодическое колебательное движение

Ðèñ. 23: Êëàñòåðèçàöèÿ ïî íàáîðó òî÷åê îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â ñèñòåìå (4) â ñëó÷àå

N = 6 è δ = 4.5

Íà ðèñ. 23 êðàñíûì öâåòîì îòìå÷åíû îáëàñòè, âíóòðè êîòîðûõ äâèæåíèå ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà êîëåáàòåëüíîå, æ¼ëòûì - îáëàñòè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

ñ íàáåãîì ôàçû â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Çåë¼íûì öâåòîì îòìå÷åíû îáëàñòè

âðàùàòåëüíî-êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñ íàáåãîì ôàçû â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-

íèè, ò¼ìíî-æ¼ëòûì - îáëàñòè âðàùàòåëüíî-êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñ íàáåãîì ôà-

çû â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ñèíèì öâåòîì îòìå÷åíû îáëàñòè íåïåðèîäè÷åñêî-

ãî äâèæåíèÿ ñ íàáåãîì ôàçû â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ôèîëåòîâûì - îáëàñòè

íåïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñ íàáåãîì ôàçû â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

5 Äèíàìèêà öåïî÷êè ñ ôèëüòðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà â

öåïè óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì öåïî÷êó, â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ýëåìåíòà êîòîðîé âîçüì¼ì ñèñòåìó ÑÔÑ

ñ ôèëüòðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äèíàìèêà òàêîé öåïî÷êè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

(3). Ïðè ε ≪ 1 ñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ ìàëûìè ïàðàìåòðà-
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ìè ïðè ïðîèçâîäíûõ dyn/dτ, n = 1, N . Ïîëíîå äâèæåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U

ðàçáèâàåòñÿ [15] íà ¾áûñòðûå¿ è ¾ìåäëåííûå¿ äâèæåíèÿ. Ïîâåðõíîñòü ìåäëåííûõ

äâèæåíèé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê áûñòðûì äâèæåíèÿì. Óðàâíåíèÿ

ìåäëåííûõ äâèæåíèé íà ïîâåðõíîñòè èìåþò âèä (4). Ïðè ε ≪ 1 äèíàìèêà ñèñòåìû

(3) àíàëîãè÷íà äèíàìèêå ìîäåëè (4).

5.1 Ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè

Åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ε êîíå÷íî, òî êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû

(4) íå ìåíÿþòñÿ ïðè äîáàâëåíèè èíåðöèîííîñòè â öåïü óïðàâëåíèÿ è íåòðóäíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âáëèçè ýòèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ êà÷å-

ñòâåííî ñîõðàíÿåòñÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòèõ îñîáûõ òî÷åê íå

çàâèñèò îò âåëè÷èíû èíåðöèîííîñòè. Òîãäà ðàññóæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñèíõðîííûõ

ðåæèìîâ áåçûíåðöèîííîé öåïî÷êè, ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñëó÷àÿ íåíóëåâîãî ïàðàìåòðà

ε.

Îäíàêî ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü òåïåðü ìîæåò áûòü íàðóøåíà, åñëè â ñèñòåìå

ïîÿâèòñÿ ìóëüòèñòàáèëüíîñòü äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Êðîìå òîãî ëîêàëüíîå ôàçî-

âîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà àíñàìáëÿ ñ íîìåðîì i > 1 òåïåðü èìååò

ðàçìåðíîñòü 3, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ òðàåêòîðèé

ñèñòåìû (3) ìîãóò áûòü íåðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà, íàïðèìåð, ñòðàííûå õàîòè÷åñêèå

àòòðàêòîðû. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññóæäåíèé,êàê è ðàíåå, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà

àíñàìáëü èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

5.2 Àñèíõðîííûå ðåæèìû

5.2.1 Äèíàìèêà ìîäåëè (4) â ñëó÷àå N = 2

Ïóñòü öåïî÷êà ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ ÑÔÑ,

òîãäà ñèñòåìà (3) ñîêðàùàåòñÿ äî ñèñòåìû ÷åòûð¼õ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

φ̇1 = y1,

εẏ1 = γ − y1 − sinφ1, (30)

φ̇2 = y2,

εẏ1 = γ − y2 − sinφ2 − δ sinφ1.

Ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè (γ, δ) íà îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ïðåä-

ñòàâëåíî íà ðèñ. 24. Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðà ðàçáèåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ � îáëàñòè ñ ðàç-

íûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ èñõîäÿò èç òî÷åê (γ = 1, δ = 2) è (γ = 1, δ = 0), èõ âíåøíèå

ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóþò áèôóðêàöèè äâóêðàòíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, ïðè ïåðåõîäå

38



èç îáëàñòè ñèíõðîííîãî ðåæèìà â îáëàñòü γ > 1 ÷åðåç èíòåðâàë δ ∈ (0, 1) ðîæäàåò-

ñÿ ïðåäåëüíûé öèêë òèïà [1,0]. Îäíàêî, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü ïðè èíåðöèîííîé

aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa

aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa

1.1 1.2

-2

-1

3

4
[2,-1][ ]1,-3[ ]1,-4 [1,-2] [1,-1]

[1,0]

g

d

[1,0]

[1,1]

[ ]1,3[ ]1,4 [1,2]

CS

2

H1,0

H1,1

[1,1]

Ðèñ. 24: Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ (γ, δ) íà îáëàñòè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷-

íûì äèíàìè÷åñêèì ðåæèìàì ïðè ε = 0.64

öåïè óïðàâëåíèÿ, áëèçêèå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ íà÷èíàþò ïåðåñåêàòü

äðóã äðóãà ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà èíåðöèîííîñòè. Íàïðèìåð öåíòðàëüíàÿ îá-

ëàñòü [1,0] íà ðèñ. (24) èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ îáëàñòÿìè [1,0] è [1,1]. Çíà÷èò

äèíàìè÷åñêèé ðåæèì âòîðîãî ýëåìåíòà óæå ãëîáàëüíî íåóñòîé÷èâ è çàâèñèò îò âû-

áîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñèñòåìû (31).

Åù¼ îäíî îòëè÷èå àíñàìáëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ÑÔÑ ñ èíåðöèîííîñòüþ â öåïè óïðàâ-

ëåíèÿ îò àíñàìáëÿ äâóõ ÑÔÑ áåç ôèëüòðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà γ > 1 íàéä¼òñÿ èíòåðâàë íåíóëåâîé ìåðû ïî δ òàêîé, ÷òî âíóòðè íåãî â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (31) ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå

[1,1], ïðè÷¼ì åãî ïåðåñå÷åíèå ñ èíòåðâàëîì δ ∈ [0, 2] âñåãäà íåïóñòî. Äðóãèìè ñëîâà-

ìè, ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîéêàõ âûáîðîì ïàðàìåòðà δ è íà÷àëüíûõ

óñëîâèé âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òàêîãî ðåæèìà ðàáîòû ñèñòåìû, ÷òî ÷àñòîòû áèåíèé

ïåðâîãî è âòîðîãî ýëåìåíòîâ â òî÷íîñòè ñîâïàäóò, ïðè÷¼ì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà δ âñå-

ãäà ìîæåò áûòü âûáðàíî èç èíòåðâàëà [0, 2] ïðè ëþáûõ 1 < γ < ∞.

Òàê êàê âîîáùå ãîâîðÿ ëîêàëüíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî âòîðîãî ýëåìåíòà èìååò

ðàçìåðíîñòü 3, òî, êàê áûëî óêàçàíî âûøå, â ëîêàëüíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âòîðî-

ãî ýëåìåíòà ñèñòåìû (31) ìîãóò ðîæäàòüñÿ íåðåãóëÿðíûå ïðèòÿãèâàþùèå ìíîæåñòâà,
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÷òî âåä¼ò ê õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà. Íà ðèñ. 24 îáëàñòèH1,1 è

H1,0 ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòÿì ñóùåñòâîâàíèÿ âðàùàòåëüíîãî è êîëåáàòåëüíîãî õàîòè-

÷åñêèõ ðåæèìîâ îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âòîðîãî ýëåìåíòà

àíñàìáëÿ. Âîçíèêíîâåíèå è èñ÷åçíîâåíèå ýòèõ õàîòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðîèñõîäèò ïî-

ñðåäñòâîì êàñêàäà óäâîåíèé ïåðèîäà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé òèïà [1, 1] è [1, 0].

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé ïåðåñå÷åíèå

H1,1 è H1,0 íåïóñòî è â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñóùåñòâóþò äâà õàîòè÷åñêèõ àòòðàê-

òîðà.

-p

p

j2

-2 4d

Ðèñ. 25: Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

ïðè γ = 1.1 è ε = 0.64

Íà ðèñ. 25 ïðèâåäåíà îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

äëÿ δ ∈ [−2, 4] ïðè γ = 1.1 è ε = 0.64. Ïàðàìåòðû âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áè-

ôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà èëëþñòðèðîâàëà ïåðåõîäû ìåæäó ðåãóëÿðíûìè ïåðèîäè-

÷åñêèìè è êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ðåæèìàìè, à òàêæå ïåðåõîäû ìåæäó ðåãóëÿðíûìè è

õàîòè÷åñêèìè ðåæèìàìè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ñ öåïî÷êîé ýëåìåíòîâ

ñ èäåàëèçèðîâàííûì ôèëüòðîì, ïåðåõîä îò âðàùåíèé â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè

ê âðàùåíèþ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè äëÿ âòîðîãî ýëåìåíòà îáÿçàòåëüíî ðàç-

äåë¼ì îáëàñòüþ êîíå÷íîé øèðèíû ïî âàðüèðóåìîìó ïàðàìåòðó, â êîòîðîé âòîðîé

ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â ðåæèìå êâàçèñèíõðîíèçàöèè.

5.2.2 Îñîáåííîñòè äèíàìèêè àíñàìáëåé ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ n>2

Ñ ó÷¼òîì ìóëüòèñòàáèëüíîñòè è õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ áèôóðêàöèîííûé àíàëèç

ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ äëÿ àíñàìáëåé áîëüøåãî ðàçìåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü

òðóäî¼ìêóþ çàäà÷ó. Îäíàêî ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå îáùèå çàìå÷àíèÿ íàñ÷¼ò äèíàìè-

÷åñêèõ ðåæèìîâ òàêèõ àíñàìáëåé.

Òàê êàê ñâÿçü ìåæäó ýëåìåíòàìè îäíîíàïðàâëåííàÿ, òî ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà

ïàðàìåòðîâ, êàê è ðàíåå, áóäåò èìåòü íàñëåäñòâåííóþ ñòðóêòóðó, îáùèå ãðàíèöû
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êîòîðîé áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ äèíàìèêîé ýëåìåíòîâ, ïðåäøåñòâóþùèõ äàííîìó. Íî

îáëàñòè ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ áóäóò âñ¼ áîëüøå ïåðåêðûâàòüñÿ äðóã ñ

äðóãîì ïðè ðîñòå ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ÷òî ïðèâåä¼ò ê åù¼ áîëüøåé ìóëüòèñòàáèëüíîñòè.

Åñëè íåêîòîðûé âûäåëåííûé ýëåìåíò ñ íîìåðîì i > 1 ðàáîòàåò â õàîòè÷åñêîì

ðåæèìå, òî ëþáîé ýëåìåíò ñ íîìåðîì j > i áóäåò ðàáîòàòü â õàîòè÷åñêîì ðåæèìå.

Âîñïîëüçóåìñÿ îïåðàòîðîì ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî:

Aτ (·) =< · >=
1

T0

τ+
T0
2∫

τ−T0
2

· dt, (31)

ãäå T0 - ïåðèîä îïîðíîãî ãåíåðàòîðà, à t � ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà, åñëè

ïðèìåíèòü ýòîò îïåðàòîð ê îáåèì ÷àñòÿì êàæäîãî óðàâíåíèÿ, òî ìû ïîëó÷èì ñî-

îòíîøåíèå ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà, ïðè÷¼ì â îáùåì ñëó÷àå

îíè áóäóò íåñòàöèîíàðíû. Â ðàìêàõ ñäåëàííûõ îáîçíà÷åíèé âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé

÷àñòîòû i-ãî ýëåìåíòà öåïî÷êè ïðè 1 < i < ∞ ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

< yi >= γ
i−1∑
n=0

(−δ)n− < sinφi > −ε
i−1∑
n=0

(−δ)n < ẏi−n > +
i−1∑
n=1

(−1)n+1δn < yi−n > .

(32)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò öåïî÷êè, ïðåäøåñòâóþùèé

i-ìó, íàõîäèòñÿ â õàîòè÷åñêîì ðåæèìå, òî, ïðè íåêîòîðûõ äîïóùåíèÿõ, åãî ñðåäíèå

õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò áûòü îïèñàíû îïðåäåë¼ííûì ñòàòèñòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì

è ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñëó÷àéíûå ôóíêöèè áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè. Òîãäà è ñðåäíÿÿ

÷àñòîòà áèåíèé < yi >, êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðåäûäóùèõ

ýëåìåíòîâ îáëàäàåò òåìè æå ïðèçíàêàìè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.

6 Äèíàìèêà öåïî÷êè êàñêàäíî ñâÿçàííûõ ÑÔÑ ñ èäå-

àëèçèðîâàííûìè ôèëüòðàìè

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ìîäåëè öåïî÷êè êàñ-

êàäíî (ïîñëåäîâàòåëüíî) ñâÿçàííûõ ÑÔÑ. Ðàññìîòðåíà íàèáîëåå ïðîñòàÿ îäíîðîäíàÿ

öåïî÷êà ÑÔÑ èäåàëèçèðîâàííûìè ôèëüòðàìè â öåïÿõ óïðàâëåíèÿ, äèíàìèêà êîòî-

ðûõ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (8). Ìû ñî-

õðàíèì ñõåìó ðàññìîòðåíèÿ êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè öåïî÷êè, ïðèíÿòóþ äëÿ ïàðàë-

ëåëüíî ñâÿçàííûõ ÑÔÑ. Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñèíõðîííûå ðåæèìû, äàëåå îñòà-

íîâèìñÿ íà ðàññìîòðåíèè îñîáåííîñòåé àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ â àíñàìáëÿõ ìàëîé

ðàçìåðíîñòè.
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6.1 Ñèíõðîííûå ðåæèìû

Ðåæèìó ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè îòâå÷àþò óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìî-

äåëè (8). Ãðàíèöû îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè öåïî÷êè èç

N ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâ

γ

2N

N∑
k=0

Cn
k (1− δ)N−k

√
Dk−1

(
1− (−1)k

)
= ±1, (33)

ïðè D ̸= 0, ãäå D = (1− δ)2 − 4δ, à Cn
k - áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Åñëè D = 0,

òî ãðàíèöû îáëàñòåé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γN
(1− δ)N−1

2N−1
= ±1. (34)

Ðèñ. 26: Îáëàñòè CN
S ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ìîäåëè (7)

äëÿ N = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8

Íà ðèñ. 26 ïðåäñòàâëåíû ãðàíèöû îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ

äëÿ ïåðâûõ âîñüìè ýëåìåíòîâ öåïî÷êè. Îáùèé õàðàêòåð ðàçáèåíèÿ ñîâïàäàåò ñ õà-

ðàêòåðîì ãðàíèö ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ äëÿ öåïî÷êè ñ èäåàëèçèðîâàííûìè ôèëüòðà-

ìè: ãðàíèöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãèïåðáîëû ñ êðóòèçíîé, âîçðàñòàþùåé ñ ðîñòîì N .

Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âíóòðè âûäåëåííûõ îáëàñòåé ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïî÷êà

ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà, ò.å. âñå ýëåìåíòû öåïî÷êè ôóíêöèîíèðóþò â ñèíõðîííîì ðåæè-

ìå. Ïðè êîîïåðàòèâíûõ ñâÿçÿõ (δ > 0) ãðàíèöû îáëàñòåé ñèíõðîíèçàöèè äëÿ ÷¼òíûõ

N èìåþò èçëîìû â òî÷êàõ a. Íèæå òî÷åê èçëîìà ãðàíèöû ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ äëÿ

öåïî÷åê N è N − 1 ýëåìåíòîâ ñîâïàäàþò, âûøå � ðàçëè÷íû. Ïðè àíòàãîíèñòè÷åñêèõ

ñâÿçÿõ (δ < 0) ãðàíèöû îáëàñòåé Cn
s ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ ãëàäêèå.
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6.2 Àñèíõðîííûå ðåæèìû

6.2.1 Àíñàìáëü èç äâóõ ýëåìåíòîâ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àíñàìáëÿ èç äâóõ êàñêàäíî ñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ ñ èäåàëè-

çèðîâàííûì ôèëüòðîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

dφ1

dτ
= γ − sinφ1, (35)

dφn

dτ
= γ − sin(φ2 − φ1)− δ sinφ1,

îïðåäåëåííîé íà äâóìåðíîì òîðå T2. Ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà çàâèñèò îò

äâóõ ïàðàìåòðîâ γ è δ. Äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå äèíàìèêó ìîäåëè (35) àíàëîãè÷íû

äâèæåíèÿì ìîäåëè (4), ýòî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðåäåëüíûå öèêëû è òðàåêòîðèè

óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó. Ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè {γ, δ} ìîäåëè ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 29.
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Ðèñ. 27: Ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ, δ) ìîäåëè (35)

Êà÷åñòâåííî ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (35) ïðàêòè÷åñêè íå îò-

ëè÷àåòñÿ îò ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (18). Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ

(γ, δ) ñîäåðæèò îáëàñòü C2
s ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, ïðîñòðàíñòâî âíå îáëàñòè C2

s

çàïîëíåíî îáëàñòÿìè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ, ðàç-

äåë¼ííûìè îáëàñòÿìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. Ãðàíèöàìè îáëàñòåé ïåðèîäè-

÷åñêèõ ðåæèìîâ ñëóæàò áèôóðêàöèîííûå êðèâûå äâóêðàòíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.
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Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà êàñêàäíîãî ñîåäèíåíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ íàëè÷èå äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâèæåíèé òèïà [1,1], ãäå

ïåðâûé è âòîðîé ãåíåðàòîð âåäóò ñåáÿ èäåíòè÷íî. Äðóãàÿ îñîáåííîñòü ìîäåëè (35) �

îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâèæåíèé òèïà [1,0], ãäå âòîðîé ãåíåðàòîð ôóíêöèîíèðóåò â

êâàçèñèíõðîííîì ðåæèìå, èìååò ìåñòî ëèøü ïðè δ > 2, ò.å. ïðè ñèëüíûõ êîîïåðàòèâ-

íûõ ñâÿçÿõ. Ýòîò ôàêò ïðàêòè÷åñêè èñêëþ÷àåò ðàñïðîñòðàíåíèå êâàçèñèíõðîííûõ

ðåæèìîâ âíèç ïî ïîòîêó.

6.2.2 Àíñàìáëü èç òðåõ ýëåìåíòîâ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü öåïî÷êè èç òðåõ êàñêàäíî ñâÿçàííûõ ÑÔÑ ñ ëîêàëüíûìè

äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè âïåðåä ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

φ̇1 = γ − sinφ1,

φ̇2 = γ − sinφ2 − δ sin (φ2 − φ1), (36)

φ̇3 = γ − sinφ3 − δ sin (φ3 − φ2),

îïðåäåëåííîé íà òðåõìåðíîì ôàçîâîì òîðå T3 è ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ {γ, δ}. Ñòðóê-
òóðû ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé êàñêàäíîãî ñîåäèíåíèÿ, ñ ðîñòîì N âåäóò ñåáÿ

àíàëîãè÷íî ïàðàìåòðè÷åñêèì ñòðóêòóðàì ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ, ò.å. îíè íàñëå-

äóþò ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîðòðåòû ìîäåëåé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòåé, ïðè ýòîì ñîõðà-

íÿþòñÿ òåíäåíöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé.

Ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ {γ, δ} ìîäåëè (8) ïðè óâåëè÷åíèè N íàñëåäóåò

ñòðóêòóðó ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ öåïî÷åê ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì

áèôóðêàöèîííûå êðèâûå, îïðåäåëÿþùèå ñòðóêòóðó ïëîñêîñòè {γ, δ} â ñëó÷àå N ïðè

N+1 ñîõðàíÿþòñÿ. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé ñ ðîñòîì N ðàçäå-

ëÿþòñÿ îáëàñòÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, ïðåâðàùàÿ îäíî-

ðîäíóþ îáëàñòü ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé â ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó, ãäå îáëàñòè ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé ïåðåìåæàþòñÿ îáëàñòÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèðå-

ãóëÿðíûõ äâèæåíèé. Äàííûé ôàêò íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 28, 30,29. Íà ýòèõ

ðèñóíêàõ ïðåäñòàâëåíû îáëàñòè, ãäå ïåðâûå äâà ýëåìåíòà öåïî÷êè õàðàêòåðèçóþòñÿ

äâèæåíèÿìè íà äâóìåðíîì ôàçîâîì òîðå T2 òèïà [0,1], [1,1] è [1,0] ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäàÿ èç ðàññìîòðåííûõ îáëàñòåé â ìîäåëè (36) ðàçäåëåíà íà îáëàñòè ïåðèîäè-

÷åñêèõ è êâàçèïåðèîäè÷åñèõ. Ãðàíèöàìè âûäåëåííûõ îáëàñòåé ñëóæàò êðèâûå, îò-

âå÷àþùèå áèôóðêàöèè äâóêðàòíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå äèà-

ãðàììû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå îòðàæàþò ýâîëþöèþ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ.
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Ðèñ. 28: Ôðàãìåíòû ïëîñêîñòè (γ, δ) ìîäåëè (36) (à); îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå áèôóð-

êàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ìîäåëè (36) ïðè γ = 0.75 íà ñåêóùåé

φ3 = −π (á) è ïðè δ = −3.0 íà ñåêóùåé φ2 = −π (â)
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Ðèñ. 29: Ôðàãìåíòû ïëîñêîñòè (γ, δ) ìîäåëè (36) (à); îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ áèôóðêà-

öèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ìîäåëè (36) ïðè γ = 1.75 (á)
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Ðèñ. 30: Ôðàãìåíòû ïëîñêîñòè (γ, δ) ìîäåëè (36) (à); îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ áèôóðêà-

öèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ìîäåëè (36) ïðè δ = 4 (á)
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè öåïî÷åê îäíîíàïðàâ-

ëåííî ñâÿçàííûõ ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè (ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòî-

òû � ÔÀÏ). Ðàññìîòðåíî äâà òèïà îáúåäèíåíèÿ ôàçîóïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ â

àíñàìáëü. Ïàðàëëåëüíîå îáúåäèíåíèå, êîãäà ãåíåðàòîðû àíñàìáëÿ ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé ÷åðåç ñèãíàëû ôàçîâûõ ðàññîãëàñîâàíèé, è ïîñëåäîâàòåëüíîå (êàñêàäíîå ñî-

åäèíåíèå), êîãäà âûõîäíîé ñèãíàë îäíîãî ïàðöèàëüíîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì

äëÿ ïîñëåäóþùåãî. Â ñëó÷àå êàñêàäíîãî ñîåäèíåíèÿ, íàðÿäó ñ îñíîâíûìè ñâÿçÿìè

èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ëîêàëüíûå ñâÿçè ÷åðåç ñèãíàëû ôàçîâûõ ðàññîãëàñî-

âàíèé ¾âïåðåä¿ (óïðàâëÿþùèé ñèãíàë îò n-ãî ýëåìåíòà ñ íåêîòîðûì âåñîì δ ñóììè-

ðóåòñÿ ñ ñèãíàëîì óïðàâëåíèÿ n+ 1-ãî ýëåìåíòà).

Èçó÷åíû öåïî÷êè èç èäåíòè÷íûõ ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè (îäíîðîäíûå öå-

ïî÷êè) ïåðâîãî ïîðÿäêà ( ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè áåç ôèëüòðîâ â öåïÿõ óïðàâ-

ëåíèÿ, ñ ïðîñòåéøåé äèíàìèêîé). Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñèíõðîííûå è àñèíõðîííûå ðå-

æèìû îäíîðîäíîé öåïî÷êè â çàâèñèìîñòè ÷èñëà N ýëåìåíòîâ öåïî÷êè è ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè: γ � íà÷àëüíîé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè è δ � ñèëû ñâÿçè. Ïðîâåäåííûå èññëåäî-

âàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî â öåëîì äèíàìèêà ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé àíàëîãè÷íà.

Ðàçëè÷èÿ íàáëþäàþòñÿ â ðàçìåðàõ è ðàñïîëîæåíèè íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ, δ)

îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì.

Äëÿ öåïî÷êè ïðîèçâîëüíîé äëèííû N ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ãðà-

íèö îáëàñòåé CN
S ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî

ñ ðîñòîì N îáëàñòü ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ýëåìåíòîâ öåïî÷êè óìåíüøàåòñÿ è

ñòÿãèâàåòñÿ ê îáëàñòè C∞
S ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðàíèöû îáëà-

ñòåé CN
S ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè äëÿ öåïî÷åê, ñîñòîÿùèõ èç íå÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ,

à òàêæå äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, â ñëó÷àå àíòàãîíèñòè÷åñêèõ ñâÿçåé (δ < 0). Â

ñëó÷àå êîîïåðàòèâíûõ ñâÿçåé (δ > 0) öåïî÷êè èç ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ èìåþò èç-

ëîìû â òî÷êå a(γ∗, δ∗), ïðè ýòîì äëÿ δ < δ∗ ãðàíèöû îáëàñòåé CN
S è CN−1

S ñîâïàäàþò.

Èññëåäîâàíû àñèíõðîííûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äâèæå-

íèÿ â N− ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ìîãóò áûòü ïåðèîäè-

÷åñêèìè è êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ

öåïî÷êè ìîãóò èìåòü âåñüìà ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíè-

åì ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà òîðîèäàëüíîé ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè è õàðàêòåðèçóåòñÿ

÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ôàçîóïðàâëÿåìûå ãåíåðàòîðû öåïî÷êè ìîãóò ôóíêöèîíèðîâàòü â

êâàçèñèíõðîííîì ðåæèìå. Òàêèì ðåæèìàì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé

ìîäåëè îòâå÷àþ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèÿ, îãðàíè÷åííûå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ôà-

çîâûì ïåðåìåííûì. Ïîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíòû ðàññìîòðåííîé öåïî÷êè íå ñïîñîáíû

ôóíêöèîíèðîâàòü â õàîòè÷åñêèõ ðåæèìàõ.
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Îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè äâèæåíèè âäîëü öåïî÷êè âíèç ïî ïîòîêó ñèíõðîííûé ðåæèì

çàìåùàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ðåæèìîì áèåíèé, äàëåå ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ìîæåò çà-

ìåùàòüñÿ êàê ïåðèîäè÷åñêèì, òàê è êâàçèïåðèîäè÷åñêèì. Åñëè â i-îì ýëåìåíòå öå-

ïî÷êè âîçíèêàåò êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, òî îí ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ

öåïî÷êè ñ íîìåðàìè áîëüøå, ÷åì i.

Ïðîâåäåí áèôóðêàöèîííûé àíàëèç ìîäåëåé ìàëûõ àíñàìáëåé, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ

è òðåõ ýëåìåíòîâ. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ âûäåëåíû îáëàñòè ñèíõðîííûõ, àñèí-

õðîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ è êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðàíèöà-

ìè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ ñëóæàò áèôóðêàöèîííûå êðèâûå äâóêðàòíûõ ïðåäåëü-

íûõ öèêëîâ, â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

æèìîâ ðàçëè÷íîãî òèïà (ðàçíûìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ íà òîðå) ðàç-

äåëÿþò îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé (èððàöèîíàëüíûìè

÷èñëàìè âðàùåíèÿ). Îáëàñòè ñèíõðîííûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ è êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ äâè-

æåíèé â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè íå ïåðåñåêàþòñÿ � ðåæèìû ìóëüòèñòàáèëüíîãî ïîâå-

äåíèÿ îòñóòñòâóþò.

Ïîñòðîåíû ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîðòðåòû ìàëîðàçìåðíûõ ñèñòåì, àíàëèç êîòîðûõ

ïîçâîëÿåò íå òîëüêî îöåíèòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà ðåæèìû äèíàìè÷å-

ñêîãî ïîâåäåíèÿ ãåíåðàòîðîâ, íî è âñêðûòü ìåõàíèçìû ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû

ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíûõ ìîäåëåé. Óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî íàñëåäîâà-

íèÿ ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ öåïî÷êè ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî ýëåìåíòà.

Ðàññìîòðåíà äèíàìèêà ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì ôàçîâîé

ñèíõðîíèçàöèè ñ ôèëüòðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â öåïÿõ óïðàâëåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî â

òàêîé öåïî÷êå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ

ðàçëè÷íûõ äâèæåíèé ìîäåëè (3) ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, â ðåçóëüòàòå â ïðîñòðàíñòâå

ïàðàìåòðîâ âîçíèêàþò çîíû ìóëüòèñòàáèëüíîãî ïîâåäåíèÿ.
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