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Ââåäåíèå

ßâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíî â íàóêå, òåõíèêå è îáùåñòâå. Òåíäåí-

öèÿ ê ñèíõðîííîìó ïîâåäåíèþ íàáëþäàåòñÿ â ñòîëü ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êàê ÷àñû,

ëàçåðû, ñòðåêî÷óùèå ñâåð÷êè, ïåéñìåêåðû ñåðäöà, íåéðîíû, ýëåêòðîííûå ãåíåðàòî-

ðû è àïëîäèðóþùèå çðèòåëè. Òàêèå ýôôåêòû óíèâåðñàëüíû; èõ ìîæíî îáúÿñíèòü

â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèÿõ íåëèíåéíîé

äèíàìèêè.

Ñàì òåðìèí ¾ñèíõðîíèçàöèÿ¿ ïðîèçîø¼ë îò ãðå÷åñêèõ ñëîâ συν: syn � îáùèé,

îäèíàêîâûé è χρoνoς: chronos � âðåìÿ, òî åñòü â áóêâàëüíîì ïåðåâîäå � ïðîèñõîäÿ-

ùèé â îäíî âðåìÿ, îäíîâðåìåííûé.

Ïåðâûì îáíàðóæèë è îïèñàë ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè ãîëëàíäñêèé ó÷¼íûé Õðè-

ñòèààí Ãþéãåíñ â XVII âåêå. Îí îòêðûë, ÷òî äâîå ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ, âèñÿùèõ íà

îáùåé îïîðå, ñèíõðîíèçóþòñÿ, ò.å. èõ êîëåáàíèÿ èäåàëüíî ñîâïàäàþò, à ìàÿòíèêè

äâèæóòñÿ âñåãäà â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êðîìå òîãî, åñëè èñêóññòâåííî

íàðóøèòü ýòîò ïîðÿäîê, òî ïîäîáíîå äâèæåíèå äîâîëüíî áûñòðî âîññòàíàâëèâàëîñü.

Ãþéãåíñ îáíàðóæèë, ÷òî ïðè÷èíà ëåæèò â íåçàìåòíîì äâèæåíèè ñàìîé áàëêè. Êîëå-

áàíèÿ ìàÿòíèêà ñîîáùàþò íåêîòîðîå äâèæåíèå è ñàìèì ÷àñàì, êàê áû òÿæåëû îíè

íè áûëè, à ýòî äâèæåíèå ïåðåäà¼òñÿ áàëêå. Ãþéãåíñ íàçâàë òàêîå ÿâëåíèå ¾ñèìïàòè-

åé ÷àñîâ¿. Â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñû ñèíõðîíèçîâàëèñü â

ïðîòèâîôàçå çà ñ÷¼ò ñâÿçè ÷åðåç áàëêó.

Â ñåðåäèíå äåâÿòíàäöàòîãî ñòîëåòèÿ Äæîí Âèëëüÿì Ñòðåòò, îí æå ëîðä Ðýëåé,

ñëåäóþùèì îáðàçîì îïèñàë èíòåðåñíîå ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè â àêóñòè÷åñêîé ñè-

ñòåìå:

¾Êîãäà äâå îðãàííûå òðóáû ñ îäèíàêîâîé âûñîòîé çâóêà ðàñïîëîæåíû ðÿ-

äîì, âîçíèêàþò ïîñëåäñòâèÿ, êîòîðûå èçðåäêà ïðèâîäÿò ê ïðàêòè÷åñêèì

ïðîáëåìàì. Â ýêñòðåìàëüíûõ ñëó÷àÿõ òðóáû ìîãóò çàñòàâèòü äðóã äðóãà

ïî÷òè çàìîë÷àòü. Äàæå åñëè âçàèìíîå âëèÿíèå íå ñòîëü ñèëüíî, òî îíî

ìîæåò, òåì íå ìåíåå, áûòü ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî òðóáû áóäóò çâó÷àòü àáñî-

ëþòíî â óíèñîí, íåñìîòðÿ íà íåèçáåæíûå ìàëûå ðàçëè÷èÿ.¿

Ðýëåé íå òîëüêî íàáëþäàë âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ, êîãäà ðàçëè÷íûå, íî ñõî-
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Ðèñ. 1: Îðèãèíàëüíûé ðèñóíîê Õðèñòèààíà Ãþéãåíñà, èëëþñòðèðóþùèé åãî ýêñïå-

ðèìåíòû ñ äâóìÿ ìàÿòíèêîâûìè ÷àñàìè,ïîäâåøåííûìè ê îáùåé áàëêå.

æèå, îðãàííûå òðóáû, íà÷èíàþò çâó÷àòü â óíèñîí, íî òàêæå è ýôôåêò ãàøåíèÿ (âû-

ìèðàíèÿ) êîëåáàíèé, êîãäà ñâÿçü ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ êîëåáàíèé âî âçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ ñèñòåìàõ.

Â 1920 ãîäó Â. Ýêêëåñ è Äæ. Âèíñåíò îòêðûëè ñèíõðîíèçàöèþ òðèîäíîãî ãåíå-

ðàòîðà. Ýêêëåñ è Âèíñåíò ñâÿçàëè äâà ãåíåðàòîðà ñî ñëåãêà ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè

è ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî ñâÿçü âûíóæäàåò ñèñòåìû îñöèëëèðîâàòü íà îáùåé ÷à-

ñòîòå.

Íåñêîëüêèìè ãîäàìè ïîçæå Ýäâàðä Ýïïëòîí è Áàëòàçàð Âàí-äåð-Ïîëü ïîâòîðèëè

è ðàñøèðèëè ýêñïåðèìåíòû Ýêêëåñà è Âèíñåíòà è ñäåëàëè ïåðâûé øàã â ðàçâèòèè

òåîðèè ýòîãî ýôôåêòà. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ÷àñòîòà ãåíåðàòîðà ìîæåò áûòü çàõâà÷å-

íà, èëè ñèíõðîíèçîâàíà, ñëàáûì âíåøíèì ñèãíàëîì íåñêîëüêî äðóãîé ÷àñòîòû. Ýòè

èññëåäîâàíèÿ èìåëè îãðîìíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, òàê êàê òðèîäíûå ãåíåðàòîðû

ñòàëè áàçîâûì ýëåìåíòîì ñèñòåì ðàäèîñâÿçè. ßâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè èñïîëüçîâà-

ëîñü äëÿ ñòàáèëèçàöèè ÷àñòîòû ìîùíîãî ãåíåðàòîðà ñ ïîìîùüþ ìàëîìîùíîãî, íî

çàòî î÷åíü òî÷íîãî.

Òåîðåòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå Ýïïëòîíà è Âàí-äåð-Ïîëÿ áûëî ðàñøèðåíî è îáîñíî-

âàíî ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé À.À. Àíäðîíîâûì è À.À. Âèòòîì.

Ñèíõðîíèçàöèÿ â æèâûõ ñèñòåìàõ òàêæå èçâåñòíà óæå íåñêîëüêî ñòîëåòèé. Â 1729

Æàí-Æàê Äîðòó äå Ìýðàí ñîîáùèë î ðåçóëüòàòàõ ñâîèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ôàñîëüþ.

Îí çàìåòèë, ÷òî ëèñòüÿ ýòîãî ðàñòåíèÿ ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñìåíîé äíÿ è íî÷è. Ñäåëàâ ýòî íàáëþäåíèå, îí ïîìåñòèë ôàñîëü â ò¼ìíóþ êîìíàòó

è îáíàðóæèë, ÷òî äâèæåíèå ëèñòüåâ ïðîäîëæàåòñÿ è áåç èçìåíåíèÿ îñâåù¼ííîñòè

îêðóæàþùåé ñðåäû.
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Ñ òåõ ïîð ïîäîáíûå è çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûå ýêñïåðèìåíòû áûëè ïîâòîðå-

íû â ðàçíûõ ëàáîðàòîðèÿõ, è òåïåðü óæå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñå áèîëîãè÷åñêèå

ñèñòåìû, îò ïðîñòåéøèõ è äî âûñîêîîðãàíèçîâàííûõ, èìåþò âíóòðåííèå áèîëîãè÷å-

ñêèå ÷àñû, ñíàáæàþùèå ñâîåãî <âëàäåëüöà> èíôîðìàöèåé î ñìåíå äíÿ è íî÷è. Îíè

ìîãóò ïîäñòðàèâàòü ñâîè öèðêàäíûå ðèòìû (îò circa = ïðèìåðíî è dies = äåíü) êî

âíåøíèì ñèãíàëàì: åñëè òàêàÿ ñèñòåìà ïîëíîñòüþ èçîëèðîâàíà îò îêðóæàþùåé ñðå-

äû è ñîäåðæèòñÿ â íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ, òî èõ âíóòðåííèé öèêë ìîæåò ñóùåñòâåííî

îòëè÷àòüñÿ îò ñóòî÷íîãî.

Ìû ïîêàçàëè íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ, ÷òî ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè âñòðå÷àåòñÿ

ïîâñåìåñòíî, à òàêæå ïðèâåëè íåêîòîðóþ èñòîðè÷åñêóþ ñïðàâêó. Êàê âèäíî, ñèíõðî-

íèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ôåíîìåíîì, õàðàêòåðíûì äëÿ êîëåáàíèé ëþáîé

ïðèðîäû, è, ñ ôèëîñîôñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îòîáðàæàåò òåíäåíöèþ ïðèðîäû ê ñàìî-

îðãàíèçàöèè. Ïåðåéäåì äàëåå ê îáñóæäåíèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ñèíõðîíèçàöèè.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ñèíõðîíèçàöèè

Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé ñèíõðîíèçàöèè. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùèå äâà îïðåäåëåíèÿ, ïðåäëîæåííûå â êíèãàõ Áëåõìàíà (1981ã.) è

Ïèêîâñêîãî, Ðîçåíáëþìà è Êóðòñà (2003ã.):

1. ßâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåñêîëüêî èñêóññòâåííî ñîçäàí-

íûõ èëè ïðèðîäíûõ îáúåêòîâ, ñîâåðøàþùèõ ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ

êîëåáàòåëüíûå èëè âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè (óãëî-

âûìè ñêîðîñòÿìè), ïðè íàëè÷èè ïîä÷àñ âåñüìà ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé íà÷è-

íàþò äâèãàòüñÿ ñ îäèíàêîâûìè, êðàòíûìè èëè ñîèçìåðèìûìè ÷àñòîòàìè

(óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè), ïðè÷¼ì óñòàíàâëèâàþòñÿ îïðåäåë¼ííûå ôàçîâûå ñî-

îòíîøåíèÿ ìåæäó êîëåáàíèÿìè è âðàùåíèÿìè

2. Ìû ïîíèìàåì ñèíõðîíèçàöèþ êàê ïîäñòðîéêó ðèòìîâ îñöèëëèðóþùèõ îáúåê-

òîâ çà ñ÷¼ò ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò ñèíõðîíè-

çîâàòü äâîå ÷àñîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äâîå íåèäåíòè÷íûõ ÷àñîâ, êîòîðûå, âçÿòûå ïî

îòäåëüíîñòè, èìåþò ðàçëè÷íûå ïåðèîäû, ïðè íàëè÷èè ñâÿçè ïîäñòðàèâàþò ñâîè ðèò-

ìû è íà÷èíàþò äåìîíñòðèðîâàòü êîëåáàíèÿ ñ îáùèì ïåðèîäîì. Ýòî ÿâëåíèå ÷àñòî

è íàçûâàþò â òåðìèíàõ ñîâïàäåíèÿ ÷àñòîò èõ çàõâàòîì: åñëè äâà íåèäåíòè÷íûõ îñ-

öèëëÿòîðà èìåþùèõ ñâîè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû f1 è f2 ñâÿçûâàþòñÿ, òî îíè ìîãóò

íà÷àòü îñöèëëèðîâàòü ñ îáùåé ÷àñòîòîé. Ïðîèçîéäåò ýòî èëè íåò, ò.å. ñèíõðîíèçóþò-

ñÿ ëè îíè, çàâèñèò îò äâóõ ôàêòîðîâ.

1. Ñèëà ñâÿçè
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Ýòîò ïàðàìåòð õàðàêòåðèçóåò, íàñêîëüêî ñëàáî èëè ñèëüíî âçàèìîäåéñòâèå. Â

ýêñïåðèìåíòå íå âñåãäà ÿñíî, êàê èçìåðèòü ýòó âåëè÷èíó. Â îïèñàííîì âûøå ýêñ-

ïåðèìåíòå Ãþéãåíñà îíà ñëîæíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ñïîñîáíîñòè áàëêè (ïîäâåñà)

äâèãàòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áàëêà àáñîëþòíî æ¼ñòêàÿ, òî äâèæåíèå ìàÿòíèêîâ íå

ïåðåäà¼òñÿ ÷åðåç îïîðó, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñû íå ìîãóò âîçäåéñòâîâàòü äðóã íà äðó-

ãà. Åñëè ÷àñû íå âçàèìîäåéñòâóþò, òî ñèëà ñâÿçè ðàâíà íóëþ. Åñëè áàëêà íå æ¼ñòêàÿ,

à ìîæåò ñãèáàòüñÿ èëè ïðîäîëüíî âèáðèðîâàòü, òî èìååò ìåñòî âçàèìîäåéñòâèå.

2. Ðàññòðîéêà ïî ÷àñòîòå

Ðàññòðîéêà ÷àñòîò ∆f = f1 − f2 õàðàêòåðèçóåò, íàñêîëüêî ðàçëè÷íû îñöèëëÿòî-

ðû. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñèëå ñâÿçè, â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ÷àñàìè ðàññòðîéêà ìîæåò

áûòü ëåãêî èçìåðåíà èëè èçìåíåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ÷àñòîòó ÷àñîâ ìîæíî ïîäñòðî-

èòü, ìåíÿÿ äëèíó ìàÿòíèêà. Èñïîëüçóÿ ýòî, ìû ìîæåì âûÿñíèòü, êàê ðåçóëüòàò âçàè-

ìîäåéñòâèÿ (ò.å. âîçíèêíîâåíèå ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ) çàâèñèò îò ðàññòðîéêè ÷àñòîò.

Ïðåäñòàâèì ñåáå ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Ñíà÷àëà ïîìåñòèì ÷àñû â ðàçíûå êîìíàòû

è èçìåðèì èõ ÷àñòîòû f1 è f2. Ñäåëàâ ýòî, ïîìåñòèì ÷àñû íà îáùèé ïîäâåñ è èçìåðèì

÷àñòîòû F1 è F2 ñâÿçàííûõ ñèñòåì (÷àñîâ). Ìû ìîæåì âûïîëíèòü òàêèå èçìåðåíèÿ

äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ðàññòðîéêè è ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ∆F = F1−F2 îò ∆f .

Íàðèñîâàâ ýòó çàâèñèìîñòü, ìû ïîëó÷èì êðèâóþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.2. Îíà òèïè÷-

íà äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, íåçàâèñèìî îò èõ ïðèðîäû

(ìåõàíè÷åñêîé, õèìè÷åñêîé, ýëåêòðîííîé, è ò.ä.). Ïðîàíàëèçèðîâàâ ýòó êðèâóþ, ìû

âèäèì, ÷òî, åñëè ðàññîãëàñîâàííîñòü àâòîíîìíûõ ñèñòåì íå î÷åíü âåëèêà, òî ÷àñòîòû

äâóõ ÷àñîâ (äâóõ ñèñòåì) ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè, èëè çàõâà÷åííûìè, ò.å. íàñòóïàåò

ñèíõðîíèçàöèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ìû îæèäàåì, ÷òî øèðèíà îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ñèëû ñâÿçè.

Áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ñèíõðîííûõ ñîñòîÿíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèíõðîíè-

çàöèÿ äâóõ ÷àñîâ ìîæåò âîçíèêíóòü â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî äâà

ìàÿòíèêà êà÷àþòñÿ ñõîäíûì îáðàçîì: íàïðèìåð, îíè îáà äâèæóòñÿ íàëåâî, ïî÷òè

îäíîâðåìåííî äîñòèãàþò êðàéíåãî ëåâîãî ïîëîæåíèÿ è íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ íàïðàâî,

ïî÷òè îäíîâðåìåííî ïåðåñåêàþò âåðòèêàëü, è òàê äàëåå. Òàêæå âîçìîæíà ñèòóàöèÿ,

ïðè êîòîðîé îáà ìàÿòíèêà âñåãäà äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ: êîãäà

ïåðâûé ìàÿòíèê äîñòèãàåò, ñêàæåì, êðàéíåãî ëåâîãî ïîëîæåíèÿ, âòîðîé äîñòèãàåò

êðàéíåãî ïðàâîãî; êîãäà îíè ïåðåñåêàþò âåðòèêàëü, îíè äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæ-

íûõ íàïðàâëåíèÿõ. ×òîáû îïèñàòü ýòè äâà ÿâíî ðàçëè÷íûõ ðåæèìà, ââåäåì êëþ÷åâîå

ïîíÿòèå òåîðèè ñèíõðîíèçàöèè, à èìåííî ïîíÿòèå ôàçû îñöèëëÿòîðà.

Ìû ïîíèìàåì ôàçó êàê âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà äîëå ïåðèî-

äà è âîçðàñòàåò íà 2π â òå÷åíèå îäíîãî öèêëà êîëåáàíèé. Ôàçà îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà; êàê è âðåìÿ, îíà ïàðàìåòðèçóåò
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Ðèñ. 2: Ãðàôèê <ðàçíîñòü íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò � ðàññòðîéêà> äëÿ íåêîòîðîé ôèê-

ñèðîâàííîé ñèëû ñâÿçè. Ðàçíîñòü ÷àñòîò ∆F äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ èçîáðà-

æåíà êàê ôóíêöèÿ ðàññòðîéêè (ðàññîãëàñîâàíèÿ ÷àñòîò) ∆f íåñâÿçàííûõ ñèñòåì.

Â îïðåäåë¼ííîì äèàïàçîíå ðàññòðîåê ÷àñòîòû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ èäåíòè÷íû

(∆F = 0), ÷òî óêàçûâàåò íà ñèíõðîíèçàöèþ.

ñèãíàë âíóòðè îäíîãî öèêëà. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ôàçà íå äà¼ò íîâîé èíôîðìàöèè î

ñèñòåìå, íî å¼ ïðåèìóùåñòâà ñòàíîâÿòñÿ î÷åâèäíûìè, åñëè ìû ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

ôàç äâóõ ÷àñîâ. Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ðàçëè÷èòü äâà ðàçíûõ ñèíõðîííûõ ðåæèìà.

Ôàçó ìîæíî ââåñòè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè, õîòÿ è ñâÿçàííûìè ñïîñîáàìè. Ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñáðàñûâàåòñÿ â íîëü â íà÷àëå êàæäîãî öèêëà, è òåì ñàìûì ðàñ-

ñìàòðèâàòü å¼ íà èíòåðâàëå îò 0 äî 2π; àëüòåðíàòèâíî, ìîæíî âñå âðåìÿ ñóììèðî-

âàòü íàáåã ôàçû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ðàñò¼ò äî áåñêîíå÷íîñòè. Ýòè äâà

îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó îáû÷íî âàæíà òîëüêî ðàçíîñòü ôàç.

Åñëè äâà ìàÿòíèêà äâèæóòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè è ïî÷òè îäíîâðåìåííî äî-

ñòèãàþò, ñêàæåì, êðàéíåãî ïðàâîãî ïîëîæåíèÿ, òî èõ ôàçû ϕ1 è ϕ2 áëèçêè è òàêîé

ðåæèì íàçûâàåòñÿ ñèíôàçíîé ñèíõðîíèçàöèåé. Åñëè ìû âçãëÿíåì íà äâèæåíèå

ìàÿòíèêîâ ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ, òî ìû ñìîæåì âûÿâèòü, ÷òî ýòè äâèæåíèÿ íå â

òî÷íîñòè îäíîâðåìåííû. ×àñû, êîòîðûå èçíà÷àëüíî øëè ÷óòü áûñòðåå, îêàçûâàþòñÿ

íåìíîãî âïåðåäè äðóãèõ, òàê ÷òî îáû÷íî ãîâîðÿò î ôàçîâîì ñäâèãå ìåæäó äâóìÿ

êîëåáàíèÿìè.

Åñëè ìàÿòíèêè äâóõ ñèíõðîíèçîâàííûõ ÷àñîâ äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íà-

ïðàâëåíèÿõ, òî ãîâîðÿò î ñèíõðîíèçàöèè â ïðîòèâîôàçå. Îïÿòü-òàêè, êîëåáàíèÿ

äâóõ ìàÿòíèêîâ ñäâèíóòû íå òî÷íî íà ïîëîâèíó ïåðèîäà � îíè íå â òî÷íîñòè â ïðî-

òèâîôàçå, à ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé ìàëûé ôàçîâûé ñäâèã.
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Âîçíèêíîâåíèå îïðåäåë¼ííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôàçàìè äâóõ ñèíõðîíèçîâàí-

íûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ÷àñòî íàçûâàþò çàõâàò ôàç.

Ïî òèïó ñâÿçè ñèíõðîíèçàöèþ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå êëàññû:

• îäíîíàïðàâëåííàÿ èëè âûíóæäåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, çàõâàò ÷àñòîòû (ïîäñòðîé-

êà ÷åëîâå÷åñêîãî ðèòìà ïîä ñóòî÷íûé ðèòì è åãî ñáîé ïðè ñìåíå ÷àñîâîãî ïîÿñà)

• âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ (îïèñàííûé âûøå ñëó÷àé ñ ÷àñàìè)

• àâòîìàòè÷åñêàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Ïåðâûå äâà òèïà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà àíñàìáëè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü áóäåò èãðàòü àðõèòåêòóðà ñâÿçåé. Â òàêèõ àíñàìáëÿõ ìî-

æåò íàáëþäàòüñÿ êàê ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, òàê è îáðàçîâàíèå ãðóïï ñèíõðîííûõ

îñöèëëÿòîðîâ � êëàñòåðèçàöèÿ. Èññëåäîâàíèå ñèíõðîíèçàöèè â áîëüøèõ àíñàìáëÿõ

îñöèëëÿòîðîâ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü àêòóàëüíîé è ñëîæíîé çàäà÷åé ñîâðåìåííîé íåëèíåé-

íîé äèíàìèêè.
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Ãëàâà 1

Ñèñòåìà ôàçîâîé àâòîìàòè÷åñêîé

ïîäñòðîéêè ÷àñòîòû

Âî ââåäåíèè áûëî óêàçàíî íà îñîáûé âèä ñèíõðîíèçàöèè � àâòîìàòè÷åñêóþ ñèíõðî-

íèçàöèþ. Äàííûé âèä îòëè÷àåòñÿ îò ñèíõðîíèçàöèè âíåøíèì ñèãíàëîì (çàõâàòîì

÷àñòîòû) è âçàèìíîé ñèíõðîíèçàöèè. Àâòîìàòè÷åñêàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â

ïîñòðîåíèè ìåæäó äâóìÿ ãåíåðàòîðàìè ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ áóäåò îñó-

ùåñòâëÿòü îòðèöàòåëüíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü äëÿ óïðàâëåíèÿ ôàçîé è ÷àñòîòîé ïîä-

ñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðà.

1.1 Ïðèíöèï ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñõåìó òàêîãî óñòðîéñòâà. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà èçîáðàæåíà

íà ðèñ.1.1.

Îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè ñõåìû ÿâëÿþòñÿ:

• ïîäñòðàèâàåìûé ãåíåðàòîð (Ã), ÿâëÿþùèéñÿ îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ. Õàðàêòåðè-

ñòèêè ñèãíàëà íà âûõîäå äàííîãî ãåíåðàòîðà çàâèñÿò îò ïîñòóïàþùåãî íà íåãî

íàïðÿæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü åãî êîëåáàíèÿìè;

• îïîðíûé ãåíåðàòîð (ÎÃ), êîòîðûé ñëóæèò èñòî÷íèêîì ýòàëîííîãî ñèãíàëà;

Д Ф УЭ Г
U (t)0

ОГ
U (t)1

Ðèñ. 1.1: Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè.
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• äèñêðèìèíàòîð (Ä) (÷àñòîòíûé (×Ä) èëè ôàçîâûé (ÔÄ)), êîòîðûé ñðàâíèâàåò

ñèãíàëû îò îïîðíîãî è ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðîâ è âûðàáàòûâàåò ñèãíàë,

çàâèñÿùèé îò ðàçíîñòè ôàç èëè ÷àñòîò ãåíåðàòîðîâ;

• ñèñòåìà ôèëüòðîâ (Ô), ÷àùå âñåãî ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò (ÔÍ×), ïðîïóñêàþ-

ùèé íèçêî÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû è ïîäàâëÿþùèé âûñîêî÷àñòîòíûå è øóìîâûå;

• óïðàâëÿþùèé ýëåìåíò (ÓÝ), ïðåîáðàçóþùèé ïîñòóïàþùèé ñ ôèëüòðà ñèãíàë

â óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, ïîäàâàåìîå íà ïîäñòðàèâàåìûé ãåíåðàòîð.

Ðàññìîòðèì ïðèíöèï ðàáîòû äàííîé ñõåìû. Ñèãíàë U1(t) = A1cos(ω1t + θ1) =

A1 sinΦ1(t) ñ âûõîäà ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðà ÏÃ ïîñòóïàåò íà âõîä äèñêðèìè-

íàòîðà Ä, ãäå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ñèãíàëîì U0(t) = A0cos(ω0t + θ0) = A0cosΦ0(t) îïîð-

íîãî ãåíåðàòîðà ÎÃ. Íà âûõîäå äèñêðèìèíàòîðà ôîðìèðóåòñÿ ñèãíàë îøèáêè, ñî-

äåðæàùèé èíôîðìàöèþ î ðàçëè÷èÿõ ìåæäó îïîðíûì è ïîäñòðàèâàåìûì ãåíåðà-

òîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà ýòîò ñèãíàë èìååò âèä

uPD(t) = F (Φ1(t)− Φ0(t)), à â ñëó÷àå ÷àñòîòíîãî � uFD(t) = G(ω1 − ω0).

Äàëåå ñèãíàë ïîñòóïàåò íà ñèñòåìó ôèëüòðîâ Ô. Ôèëüòð ïîäáèðàåòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ çàäà÷åé, ïîñòàâëåííîé ïåðåä ñèñòåìîé. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ôèëüòð âûäå-

ëÿåò íèçêî÷àñòîòíóþ êîìïîíåíòó, îòñåêàÿ âûñîêî÷àñòîòíûå øóìû.

Ïðîéäÿ ÷åðåç ôèëüòð, ñèãíàë îøèáêè îêàçûâàåòñÿ íà âõîäå óïðàâëÿþùåãî ýëå-

ìåíòà, êîòîðûé íåîáõîäèìûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåò åãî â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè

âõîäíîãî êàíàëà ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðà.

Êîíå÷íûì äèíàìè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ω1 − ω0 = 0

è θ1 − θ0 = const â ñëó÷àå ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà è ω1 − ω0 = const â ñëó÷àå

÷àñòîòíîãî äèñêðèìèíàòîðà. Â ñëó÷àå ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

íàçûâàåòñÿ ôàçîâûé ñèíõðîíèçì.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ñèãíàëîâ ãåíåðàòîðîâ, ïåòëÿ àâòîïîäñòðîé-

êè ÷àñòîòû ïîçâîëÿåò â ðåàëüíîì âðåìåíè îñóùåñòâëÿòü ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ ãåíåðà-

òîðîâ. Êðîìå òîãî, åñëè ñèãíàë îïîðíîãî ñèãíàëà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ãàðìîíè÷åñêèì,

à ñîäåðæèò ìåäëåííóþ ìîäóëÿöèþ, òî ýòà ìîäóëÿöèÿ ìîæåò ïåðåäàòüñÿ ïîäñòðàè-

âàåìîìó ãåíåðàòîðó, òî åñòü ñèñòåìà îáðàòíîé ñâÿçè áóäåò îñóùåñòâëÿòü ôóíêöèþ

ñëåæåíèÿ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ëèòåðàòóðå äëÿ ñèñòåì àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû ñ ôàçîâûì

äåòåêòîðîì óòâåðäèëèñü ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå íàçâàíèÿ:

• ñèñòåìà ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû (ÔÀÏ× èëè áîëåå êðàòêîå ÔÀÏ);

• ñèñòåìà ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè (ÑÔÑ);

• ñèñòåìà ñ ôàçîâûì óïðàâëåíèåì;
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• àíãëîÿçû÷íûé àíàëîã äàííîãî òåðìèíà � phase-locked loop (PLL) (áóêâàëüíî,

¾ïåòëÿ ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè¿).

Óñòðîéñòâà íà îñíîâå êîëåö ÔÀÏ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ è îá-

ðàáîòêè ðàäèîñèãíàëîâ ñ öåëüþ ïðèäàíèÿ íóæíûõ ñâîéñòâ èõ ãëàâíûì ïàðàìåòðàì �

÷àñòîòå è ôàçå. Îñíîâíûìè çàäà÷àìè, ðåøàåìûìè ñ ïîìîùüþ ÔÀÏ, ÿâëÿþòñÿ äîñòè-

æåíèå ïðåöèçèîííîé ñòàáèëüíîñòè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé óïðàâëÿåìîãî îï

÷àñòîòå ÏÃ â óñëîâèÿõ âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ïîìåõ n(t) è âíóòðåííèõ äåñòàáèëèçè-

ðóþùèõ ôàêòîðîâ χ(t), à òàêæå âûñîêîòî÷íîå ñëåæåíèå çà ìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè

ïî íåêîòîðîìó çàêîíó òåêóùåé ôàçîé Φ0(t) (èëè ÷àñòîòîé ω0(t) = dΦ0(t)/dt) âíåø-

íåãî ñèãíàëà. Êðîìå òîãî, ââîäÿ â ïåòëþ îáðàòíîé ñâÿçè äîïîëíèòåëüíî ê íàïðÿ-

æåíèþ îøèáêè uPD(t) ñïåöèàëüíîå ìîäóëèðóþùåå âîçäåéñòâèå, ìîæíî ðåàëèçîâàòü

íà îñíîâå ÔÀÏ ñèñòåìó ôàçîâîé èëè ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè ÏÃ ïðè ñîõðàíåíèè âû-

ñîêîé ñòàáèëüíîñòè åãî öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû, îïðåäåëÿåìîé ñòàáèëüíîñòüþ ÷àñòîòû

âíåøíåãî ýòàëîííîãî ñèãíàëà. Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå âíåøíåãî ýòàëîííîãî ñèãíàëà èñ-

ïîëüçóþòñÿ ïðåöèçèîííûå êâàðöåâûå ãåíåðàòîðû ñ îòíîñèòåëüíîé íåñòàáèëüíîñòüþ

÷àñòîòû 10−8 � 10−9, à èõ ìîùíîñòü î÷åíü ìàëà, òî èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû ÔÀÏ ïîç-

âîëÿåò îñóùåñòâèòü çàäà÷ó óñèëåíèÿ ìîùíîñòè ïóò¼ì óïðàâëåíèÿ ÷àñòîòîé è ôàçîé

ìîùíîãî ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðà.

1.2 Õàðàêòåðèñòèêè îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ

Ðåàëüíûå óñòðîéñòâà ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè âñåãäà î÷åíü ðàçíîîáðàçíû ïî èñïîë-

íåíèþ â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé òåõíè÷åñêîé çàäà÷è è ýëåìåíòíîé áàçû. Îäíàêî

îíè âñåãäà âêëþ÷àþò òðè îñíîâíûõ ýëåìåíòà.

Ôàçîâûé äèñêðèìèíàòîð

Îí ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçíîñòè ôàç äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé

â ñèãíàë ðàññîãëàñîâàíèÿ â ôîðìå íàïðÿæåíèÿ uPD(φ) ≡ e(φ). Ñóùåñòâóåò áîëüøîå

êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñõåì ÔÄ, ïðîñòåéøèì ÿâëÿåòñÿ ïåðåìíîæèòåëü ìãíîâåííûõ

çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé ñèãíàëà îïîðíîãî ãåíåðàòîðà U0(t) = A0(t)cosΦ0(t) è ïîäñòðà-

èâàåìîãî ãåíåðàòîðà U1(t) = A1(t) sinΦ1(t):

e(t) = µU0(t)Ug(t) = 0.5µA0(t)Ag(t)(sin(Φg(t)− Φ0(t)) + sin(Φg(t) + Φ0(t))),

ãäå µ � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ïåðåìíîæèòåëÿ. Âòîðîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ áûñò-

ðî ìåíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì íà ñóììàðíîé ÷àñòîòå; ýòî êîëå-

áàíèå íå ïðîõîäèò ÷åðåç íèçêî÷àñòîòíûé ôèëüòð è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà,
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åñëè îáîçíà÷èò ðàçíîñòíóþ ôàçó ÷åðåç φ(t) = Φg(t) − Φ0(t), õàðàêòåðèñòèêà ÔÄ-

ïåðåìíîæèòåëÿ áóäåò èìåòü âèä:

e(φ, t) = E(U0(t), Ug(t)) sinφ(t)

Âèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ôîðìà õàðàêòåðèñòèêè ÔÄ, òî åñòü çàâèñèìîñòü e(φ),

ñèíóñîèäàëüíà. Â íåêîòîðûõ äðóãèõ ñõåìàõ ÔÄ ðåàëèçóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè, áëèç-

êèå ê ïèëîîáðàçíûì, òðàïåöåèäàëüíûì è ïðî÷èì êðèâûì, îáùèì äëÿ êîòîðûõ ÿâëÿ-

åòñÿ ñâîéñòâî 2π-ïåðèîäè÷íîñòè (îíî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîãî

êîëåáàíèÿ ïîâòîðÿåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, îòëè÷àþùèõñÿ íà 2π). Äàëåå áó-

äåì çàïèñûâàòü äèñêðèìèíàöèîííóþ õàðàêòåðèñòèêó ëþáîãî ÔÄ â îáùåì è óäîáíîì

âèäå:

e = E ∗ F (φ),

ãäå F (φ) = F (φ+2π) � íîðìèðîâàííàÿ ê åäèíèöå áåçðàçìåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÔÄ.

Ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò

Â çàäà÷àõ ñòàáèëèçàöèè ÷àñòîòû è ñëåæåíèÿ ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò (ÔÍ×), âêëþ-

÷åííûé ìåæäó äèñêðèìèíàòîðîì è óïðàâëÿþùèì ýëåìåíòîì, äîëæåí áåç îñëàáëåíèÿ

ïðîïóñêàòü ê óïðàâèòåëþ ÷àñòîòû ìåäëåííî ìåíÿþùóþñÿ ÷àñòü ñèãíàëà îøèáêè e(t),

íåîáõîäèìûé äëÿ ñèíõðîíèçàöèè ÏÃ, è îòñåèâàòü âûñîêî÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû, îáó-

ñëîâëåííûå ïðîõîæäåíèåì íà âûõîä ÔÄ ïîìåõ, èñêàæàþùèõ ñèãíàë îïîðíîãî ãåíå-

ðàòîðà. Ïîýòîìó îïåðàòîðíûé êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ôèëüòðà K(p) (ãäå p ≡ d/dt),

ñâÿçûâàþùèé â ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé e(t) íà âû-

õîäå ÔÄ è g(t) íà âûõîäå ôèëüòðà:

g(t) = K(p)e(t)

ñëåäóåò âûáèðàòü, èñõîäÿ èç ïðåäïîëàãàåìîãî ñïåêòðà ïîìåõ è òðåáîâàíèé ê äèíà-

ìè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ÔÀÏ êàê â ïðîöåññå âõîæäåíèÿ â ñèíõðîíèçì, òàê è â

ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ñëåæåíèÿ èëè ñòàáèëèçàöèè ÷àñòîòû.

Â ïðîñòåéøèõ çàäà÷àõ äëÿ ïîäàâëåíèÿ ïîìåõ ñòðåìÿòñÿ ñóçèòü ïîëîñó ïðîïóñ-

êàíèÿ ôèëüòðà, èñïîëüçóþ ïðîñòåéøèå RC-öåïî÷êè: òàê íàçûâàåìûå èíòåãðèðóþ-

ùèé ôèëüòð (ÈÔ) ñ êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è K(p) = 1/(1 + Tp) ñ ïîñòîÿííîé âðå-

ìåíè T = RC è ïðîïîðöèîíàëüíî èíòåãðèðóþùèé ôèëüòð (ÏÈÔ), äëÿ êîòîðîãî

K(p) = (1 + qTp)/(1 + Tp).

Óïðàâëÿþùèé ýëåìåíò

Õàðàêòåðèñòèêà óïðàâëÿþùåãî ýëåìåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàâèñèìîñòü êîððåêòè-

ðóþùåé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè ∆ω = ωg − ωfree, âíîñèìîé óïðàâèòåëåì â êîíòóð ÏÃ,
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îò íàïðÿæåíèÿ g(t), ïîñòóïàþùåãî íà óïðàâëÿþùèé ýëåìåíò ñ ôèëüòðà. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî ÷àñòîòà ÏÃ ωg(t) = pΦg(t) ïî îïðåäåëåíèþ, è ïðèíèìàÿ õàðàêòåðèñòèêó óïðàâ-

ëÿþùåãî ýëåìåíòà ëèíåéíîé, çàïèøåì å¼ âûðàæåíèå â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå:

pΦg(t) = ωfree − Sg(t),

ãäå S � êðóòèçíà ëèíåéíîãî ó÷àñòêà õàðàêòåðèñòèêè óïðàâëÿþùåãî ýëåìåíòà; ω1free �

÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ÏÃ (ïðè g(t) = 0). Çíàê ìèíóñ âçÿò äëÿ óäîáñòâà çàïèñè

îêîí÷àòåëüíûõ ôîðìóë.

Èìåÿ âûðàæåíèÿ õàðàêòåðèñòèê âñåõ îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ ÔÀÏ, ïåðåéä¼ì ê ìàòå-

ìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû ÔÀÏ ïî ñòðóêòóðíîé ñõåìå íà ðèñ.1.1.

1.3 Ïîëó÷åíèå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåì ÔÀÏ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû ñ ôàçîâûì äèñêðèìèíàòîðîì,

òî åñòü ñèñòåìó ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ÔÀÏ íóæíî ðàñïîëàãàòü äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì äëÿ òåêóùåé ðàçíîñòè ôàç φ(t) = Φg(t)−Φo(t), ïîñêîëüêó çàêîí èçìåíå-

íèÿ ôàçû Φo(t) ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì. Ñîñòàâèì ýòî óðàâíåíèå â îáùåé ñèìâîëè÷åñêîé

çàïèñè, ïðèãîäíîé äëÿ ëþáîé öåïè óïðàâëåíèÿ ñ ñèìâîëè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì ïå-

ðåäà÷è ôèëüòðà K(p) è ïðîèçâîëüíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè ôàçîâîãî

äåòåêòîðà F (φ).

Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ óïðàâëÿþùåãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíî

âûðàæåíèÿ äëÿ ôèëüòðà è ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûðà-

æåíèå äëÿ òåêóùåãî ðàñõîæäåíèÿ ÷àñòîò ÏÃ è ÎÃ:

pΦg(t)− pΦo(t) = (ωfree − pΦo(t))− SK(p)EF (φ). (1.1)

Ýòî âûðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òåêóùàÿ ðàçíîñòü ÷àñòîò pΦg(t)− pΦo(t) îòëè÷à-

åòñÿ îò íà÷àëüíîãî èõ îòêëîíåíèÿ ωfree−pΦo(t) íà âåëè÷èíó ïîïðàâêè SK(p)EF (φ),

âíîñèìîé â ïîäñòðàèâàåìûé ãåíåðàòîð ïåòëåé óïðàâëåíèÿ. Åñëè íàèáîëüøåå çíà÷å-

íèå íàïðÿæåíèÿ E(A0(t), Ag(t)) íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè (òàê áóäåò åñëè àìïëèòóäû

ñèãíàëîâ A0(t) è Ag(t) ïîñòîÿííû), òî E = E0 = const ìîæåì âûíåñòè ïåðåä ñèìâî-

ëè÷åñêèì îïåðàòîðîì K(p). Ïðè ýòîì óäîáíî ââåñòè â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïàðàìåòðà

ÔÀÏ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êîððåêòèðóþùåé ðàññòðîéêè Ω = SE0. Èñïîëüçóÿ åãî äëÿ

íîðìèðîâêè, ïîëó÷èì ïðîñòóþ ñèìâîëè÷åñêóþ çàïèñü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ ÔÀÏ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå:

pφ

Ω
+K(p)F (φ) = γ. (1.2)
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Çäåñü γ = (ωfree − pΦo(t))/Ω � áåçðàçìåðíàÿ ðàññòðîéêà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ñâî-

áîäíîãî ÏÃ ωfree îòíîñèòåëüíî òåêóùåé ÷àñòîòû îïîðíîãî ñèãíàëà pΦ0 (èíîãäà ýòó

âåëè÷èíó íàçûâàþò íà÷àëüíîé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêîé ÔÀÏ). Íå ñëåäóåò ïóòàòü ïà-

ðàìåòð ñèñòåìû ÔÀÏ γ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ ðàçíîñòè ÷àñòîò ÏÃ è îïîðíîãî

ñèãíàëà pΦg(0)− pΦo(0) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0.

×òîáû ïåðåéòè îò ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2)

íåïîñðåäñòâåííî ê ñàìîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, íåîáõîäèìî èñïîëüçî-

âàòü êîíêðåòíûé âèä õàðàêòåðèñòèê K(p) äëÿ èñïîëüçóþùåãîñÿ ôèëüòðà â ïåòëå

óïðàâëåíèÿ è çàìåíèòü â í¼ì îïåðàòîð p íà ñèìâîë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî åñòü

p = d/dt, p2 = d2/dt2 è ò.ä. Ïðè ýòîì íóæíî ïîìíèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.2) ìîæåò

áûòü ÿâíîé ôóíêöèåé îò âðåìåíè, ò.å. γ = γ(t), åñëè èç-çà áûñòðûõ äåñòàáèëèçèðó-

þùèõ ôàêòîðîâ ìåíÿåòñÿ ÷àñòîòà ωfree = ωfree(t) èëè íåïîñòîÿííà ÷àñòîòà îïîðíîãî

ñèãíàëà pΦ0(t) ≡ ω0(t) ̸= const.

1.4 Ñèñòåìà ÔÀÏ ñ èäåàëèçèðîâàííûì ôèëüòðîì

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû â ñëó÷àå

èäåàëèçèðîâàííîãî ôèëüòðà ñ êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è K(p) = 1. Äëÿ îïðåäåë¼ííî-

ñòè ðàññìîòðèì ñèíóñîèäàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà, òî åñòü

F (φ) = sin(φ). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè óêàçàííûõ âûðàæåíèé â ôîðìóëó (1.2) ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

φ̇+ sinφ = γ. (1.3)

Ïîëó÷èâøååñÿ íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà îïèñû-

âàåò äèíàìèêó ðàçíîñòè ôàç äâóõ ãåíåðàòîðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ

ñèíõðîííîñòè (êâàçèñèíõðîííîñòè) äâóõ ãåíåðàòîðîâ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

ïîñòîÿíñòâà (îãðàíè÷åííîñòè) ðàçíîñòè ôàç, òî åñòü φ = const. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî

ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèþ óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìå (1.3). Èññëåäóåì äàííóþ ñèñòåìó ìåòîäàìè òåîðèè êîëåáàíèé.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (1.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíóþ àâòîíîìíóþ ñèñòåìó

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ φ îïðåäåëåíà â îäíî-

ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü íà ïðÿìîé, êîòîðàÿ â ñèëó 2π-ïåðèîäè÷íîñòè

ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ôàçîâóþ îêðóæíîñòü. Èç óñëîâèÿ íàõîæäåíèÿ ñîñòîÿ-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ φ̇ = 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå sinφ = γ.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γ âîçìîæíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ ðåøåíèÿ

ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γ.
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1. 0 < γ < 1.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå sinφ = γ èìååò äâà êîðíÿ: φ0
1 = arcsin γ è φ0

2 =

π − arcsin γ. Íàéäåííûå êîðíè ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû (1.3). Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ φ = φ0
1 îêàçûâàåòñÿ óñòîé-

÷èâûì, à ñîñòîÿíèå φ = φ0
2 � íåóñòîé÷èâûì. Ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé ïîðò-

ðåò ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.1.2(à).

Òàêèì îáðàçîì ïðè 0 < γ < 1 íàáëþäàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ îïîðíîãî è ïîäñòðà-

èâàåìîãî ãåíåðàòîðîâ ñ ðàçíîñòüþ ôàç ìåæäó íèìè φ = arcsin γ.

j1

0
j2

0

0

(à)

j =1

0
j =p/22

0

0

(á)

0

(â)

Ðèñ. 1.2: Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû ÔÀÏ (1.3) äëÿ: (à) 0 < γ < 1; (á) γ = 1; (â)

γ > 1

2. γ = 1.

Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γ ê 1 çíà÷åíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-

ñèÿ φ0
1 = arcsin γ è φ0

2 = π−arcsin γ ïðèáëèæàþòñÿ ê π/2. Ïðè γ = 1 ïðîèñõîäèò

ñëèÿíèå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ φ0
1 = φ0

2 = π/2 è îáðàçóåòñÿ íåãðóáîå ïîëóóñòîé-

è÷âîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåí

íà ðèñ.1.2(á).

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïðè îäíèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìåæäó ñèñòåìàìè

óñòàíàâëèâàåòñÿ ñèíõðîííûé ðåæèì ñ ðàçíîñòüþ ôàç π/2, à ïðè äðóãèõ � 5π/2,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ïåðâîìó ñëó÷àþ, íî çàíèìàåò áîëüøåå âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ

ñèíõðîíèçàöèè.

3. γ > 1

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γ óðàâíåíèå sinφ = γ íå

èìååò êîðíåé, ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâîäíàÿ φ̇ íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â 0 è âñþäó
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φ̇ = γ− sinφ > 0. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â ñèñòåìå íå óñòàíàâëèâàåòñÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ, ðàçíîñòü ÷àñòîò îïîðíîãî è ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðîâ íå

îáðàùàåòñÿ â 0, à èõ ðàçíîñòü ôàç φ íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàåò âî âðåìåíè. Òàêîé

ðåæèì íàçûâàþò àñèíõðîííûì èëè ðåæèìîì áèåíèé. Ôàçîâûé ïîðòðåò â òàêîì

ñëó÷àå òðèâèàëåí è ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.1.2(â).

1.5 Ñèñòåìà ÔÀÏ ñ èíòåãðèðóþùèì ôèëüòðîì

Îáðàòèìñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè ñ èíåðöèîííûìè öåïÿ-

ìè óïðàâëåíèÿ. Òàêèå ÔÀÏ, åñòåñòâåííî, îáëàäàþò áîëåå ñëîæíîé äèíàìèêîé. Îñ-

íîâíîå âíèìàíèå îáðàòèì íà ñëó÷àé òèïîâîãî èíòåãðèðóþùåãî è ïðîïîðöèîíàëüíî-

èíòåãðèðóþùåãî ôèëüòðîâ â öåïÿõ óïðàâëåíèÿ ÔÀÏ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàëè÷èÿ â ÔÀÏ èíòåãðèðóþùåãî RC-ôèëüòðà K(p)=(1 +

Tp)−1. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.2) ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ =

t
√
Ω/T ïðèíèìàåò âèä

d2φ

dτ 2
+ λ

dφ

dτ
+ sinφ = γ. (1.4)

Çäåñü ââåäåí ïàðàìåòð λ = 1/
√
ΩT . Íàðÿäó ñ ïàðàìåòðîì λ çäåñü è äàëåå áóäåò

óïîòðåáëÿòüñÿ ïàðàìåòð ε = ΩT = λ−2. Óðàâíåíèå (1.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ñèñòåìû

dφ

dτ
= y,

dy

dτ
= γ − λy − sinφ. (1.5)

Ñèñòåìà (1.5) õîðîøî èçó÷åíà â íåëèíåéíîé òåîðèè êîëåáàíèé [18]. Íà ðèñ. 1.3à äà-

íî ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ íà îáëàñòè D1, D2, D3, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷-

íûì ðåæèìàì ðàáîòû. Ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè

(φ, y) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îáëàñòÿì D1, D2, D3, ïðåäñòàâ-

ëåíî íà ðèñ. 1.3á, â,ã ñîîòâåòñòâåííî. Íà ôàçîâîì öèëèíäðå ïðè γ < 1 åñòü äâà ñî-

ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ êîîðäèíàòàìè φs = arcsin γ, ys = 0 è φu = π− − arcsin γ, yu=0.

Äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè D1, ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ íà

ôàçîâîì öèëèíäðå èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ñ ðîñòîì âðåìåíè ïðèõîäèò â óñòîé÷èâîå

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1(φ
s, ys) (çà èñêëþ÷åíèåì ñåïàðàòðèñ S2, S4, âõîäÿùèõ â ñåä-

ëî O2(φ
u, yu)). Äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè D2, â çàâèñèìîñòè îò íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè (φ, y) ñ ðîñòîì âðåìåíè ëèáî

ñòðåìèòñÿ ê óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ, ëèáî ê óñòîé÷èâîìó ïðåäåëüíîìó

öèêëó (ðèñ. 1.3â). Îáëàñòè D1 è D2 ðàçäåëÿåò êðèâàÿ γ = γ∗(ε). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå êðèâîé γ∗(ε), ÿâëÿþòñÿ áèôóðêàöèîííûìè, ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè ïåòëå ñåïàðàòðèñ ñåäëà O2(φ
u, yu), îáðàçóþùåéñÿ îò ñëèÿíèÿ ñåïàðàòðèñ S1 è S2.

Ïðÿìàÿ γ = 1 íà ïëîñêîñòè (γ, ε) òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííîé, ñîîòâåòñòâóþùåé
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Ðèñ. 1.3: Ïàðàìåòðè÷åñêèé (à) è ôàçîâûå (á�ã) ïîðòðåòû ìîäåëè (1.5)

îáðàçîâàíèþ ñåäëî-óçëà îò ñëèÿíèÿ óñòîé÷èâîãî O1 è íåóñòîé÷èâîãî O2 ñîñòîÿíèé

ðàâíîâåñèÿ. ×àñòü êðèâîé γ = 1, ïðèëåãàþùåé ê îñè ε = 0, îòâå÷àåò áèôóðêàöèè

ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëî-óçëà.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü D1 ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ â ñèñòå-

ìå ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì ñèíõðîíèçìà. Ãðàíèöó

ýòîé îáëàñòè îáðàçóþò ïðÿìàÿ γ = 1 è êðèâàÿ γ = γ∗(ε). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðèëî-

æåíèé âàæíî çíàòü äîñòàòî÷íî òî÷íî ðàñïîëîæåíèå êðèâîé γ∗(ε) íà ïëîñêîñòè (ε, γ).

Ìíîãèå àâòîðû, íà÷èíàÿ ñ Òðèêîìè, èññëåäîâàâøèå óðàâíåíèå ìàÿòíèêà (1.4), ïðåä-

ëàãàëè ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå ïîñòðîåíèÿ êðèâîé γ = γ∗(ε) [17,19]. Ñåé÷àñ áîëåå

åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîãî ÝÂÌ.

Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ [20] ïóòåì íåïî-

ñðåäñòâåííîãî ïîñòðîåíèÿ íà ÝÂÌ ñåïàðàòðèñ S1 è S2 ñåäëà O2(φ
u, yu). Èäåÿ îïðå-

äåëåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåòëå ñåïàðàòðèñû ñåäëà, ñ

ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ñåïàðàòðèñ âïåðâûå ïðèìåíÿëàñü äëÿ ÔAÏ,
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ïî-âèäèìîìó, Áàòàëîâîé Ç.Ñ., Áåëþñòèíîé Ë.Í. [19], çàòåì ðàçâèâàëàñü â öåëîì ðÿ-

äå ðàáîò [20,21]. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ñïîñîáà ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ

ãðàôèêè ïîëîñû çàõâàòà (â ñëó÷àÿõ, êîãäà îíà îïðåäåëÿåòñÿ áèôóðêàöèåé ïåòëè ñå-

ïàðàòðèñ ñåäëà) äëÿ öåëîãî ðÿäà ìîäåëåé ÔÀÏ [22�27], ïîëó÷åííûå ãðàôèêè âîøëè

â ðÿä ìîíîãðàôèé, íàïðèìåð [28�30].

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïàðàìåòðè÷åñêèõ è ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ (ðèñ. 1.3) ïîçâîëÿ-

þò ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü óñòàíîâèâøåéñÿ ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè y0 îò íà÷àëüíîé

ðàññòðîéêè γ. Ýòà çàâèñèìîñòü ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.4. Îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè

1

g-1

y0

g *

-g *

0

ñèíõðîíèçì

áèå
íè

ÿ

Ðèñ. 1.4: Çàâèñèìîñòü óñòàíîâèâøåéñÿ ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè îò íà÷àëüíîé äëÿ ìîäåëè (1.5)

ìåäëåííîì, êâàçèñòàòè÷åñêîì óâåëè÷åíèè íà÷àëüíîé ðàññòðîéêè γ îò íóëÿ äî åäè-

íèöû èìååò ìåñòî ðåæèì ñèíõðîíèçìà ñ íóëåâîé óñòàíîâèâøåéñÿ ðàçíîñòüþ ÷àñòîò.

Ïðè äîñòèæåíèè γ = 1 ïðîèñõîäèò ñðûâ ñèíõðîííîãî ðåæèìà, è óñòàíàâëèâàåòñÿ

ðåæèì áèåíèé (êðèâàÿ äëÿ γ > 1 äàíà óñëîâíî). Ðàññòðîéêó γ = 1 íàçûâàþò ïî-

ëîñîé ñèíõðîíèçìà. Ïðè óìåíüøåíèè íà÷àëüíîé ðàññòðîéêè γ çàõâàò â ðåæèì ñèí-

õðîíèçìà ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèè γ = γ∗ < 1. Ýòó ðàññòðîéêó íàçûâàþò ïîëîñîé

çàõâàòà γçàõâ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëîñà çàõâàòà îïðåäåëÿåòñÿ áèôóðêàöèåé

ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà γçàõâ = γ∗. Ôàêòè÷åñêè èìååò ìåñòî ãèñòåðåçèñíàÿ ñèòóà-

öèÿ (γçàõâ < γñèíõð = 1), èëëþñòðèðóåìàÿ ãðàôèêîì ðèñ. 1.4 (âíå ïîëîñû çàõâàòà â

ðåæèìå áèåíèé êðèâàÿ y0(γ) äàíà óñëîâíî).

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå RC-ôèëüòðà â öåïü óïðàâëåíèÿ ñèñòåìû ÔAÏ ïðèâåëî ê

óìåíüøåíèþ ïîëîñû ÷àñòîò, îáåñïå÷èâàþùåé ãàðàíòèðîâàííî óñòàíîâëåíèå ðåæèìà

ñèíõðîíèçìà ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, òî åñòü ïðèâåëî ê íàëè÷èþ ãèñòåðå-

çèñà (γçàõâ < γñèíõð = 1). Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå â êîëüöå ÔÀÏ áîëåå

ñëîæíûõ ôèëüòðîâ, ÷åì èíòåãðèðóþùèé, ìîæåò ïðèâåñòè ê òàêîìó óñëîæíåíèþ äè-

íàìèêè, ïðè êîòîðîì ïîëîñà çàõâàòà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ íå òîëüêî áèôóðêàöèåé
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ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëà, íî è äðóãèìè, áîëåå ñëîæíûìè, áèôóðêàöèÿìè, íàïðèìåð,

ñâÿçàííûìè ñ ðîæäåíèåì ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èç ñãóùåíèÿ òðàåêòîðèé.

1.6 Ñèñòåìà ÔÀÏ ñ ïîëîñîâûì ôèëüòðîì

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèñòåìû ÔÀÏ òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàññìîòðèì ïðåäëîæåííóþ â

ðàáîòàõ [49�51] ñèñòåìó ñ ðàçäåëèòåëüíîé ¼ìêîñòüþ â öåïè óïðàâëåíèÿ. Â ñëó÷àå

âêëþ÷åíèÿ êîíäåíñàòîðà â öåïü óïðàâëåíèÿ îáðàçóåòñÿ ôèëüòð âåðõíèõ ÷àñòîò. Òà-

êîé òèï ôèëüòðîâ ïðèìåíÿåòñÿ, ê ïðèìåðó, â èìïóëüñíûõ ñèñòåìàõ ÔÀÏ äëÿ èçî-

ëÿöèè óïðàâëÿþùåãî ýëåìåíòà ïî ïîñòîÿííîìó òîêó îò âûõîäà ôàçîâîãî äåòåêòîðà.

Êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ôèëüòðà â äàííîé ñèòóàöèè èìååò âèä

K(p) =
T1p

1 + T1p
∗ 1

1 + T2p
=

T1p

1 + (T1 + T2) + T1T2p2
,

ãäå T1 è T2 � ïîñòîÿííûå âðåìåíè ôèëüòðîâ âåðõíèõ è íèæíèõ ÷àñòîò ñîîòâåòñòâåí-

íî. Òîãäà ñèñòåìà (1.2) ïðèìåò âèä:

dφ

dτ
= y,

dy

dτ
= z, (1.6)

ε1ε2
dz

dτ
= γ − (ε1 + ε2)z − (1 + ε1 cosφ),

ãäå τ = Ωt � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, ε1 = T1Ω è ε2 = T2Ω � ïàðàìåòðû èíåðöèîí-

íîñòè ôèëüòðîâ. Ñèñòåìà (1.6) îïðåäåëåíà â àâòîíîìíîì öèëèíäðè÷åñêîì ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå U = (φ(mod2π), y, z).

Â òàêîé ñèñòåìå îòñóòñòâóþò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, íî óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâà-

íèå ïðåäåëüíîãî öèêëà, êîòîðûé ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ìîæåò ìåíÿòü

ïåðèîä, êðàòíîñòü è ïðåâðàùàòüñÿ â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Êàê óñòàíîâëåíî â [52],

ðåàëèçóþùèåñÿ â òàêîé ñèñòåìå ðåæèìû êà÷åñòâåííî îòîáðàæàþò íåêîòîðûå ðåæè-

ìû èçìåíåíèÿ ìåìáðàííîãî ïîòåíöèàëà íåéðîíà, íàïðèìåð ðåãóëÿðíóþ èìïóëüñíóþ

àêòèâíîñòü è ïà÷å÷íûå ðàçðÿäû ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì èìïóëüñîâ â ïà÷êå, à òàêæå

êâàçèõàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ïîýòîìó òàêóþ ñèñòåìó ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü íåéðîíà.

Íà ðèñ.1.5 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû àòòðàêòîðîâ è îñöèëëîãðàìì ìîäåëè (1.6), õà-

ðàêòåðèçóþùèå ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû. Ïåðèîäè÷åñêóþ àêòèâíîñòü íåé-

ðîíà èëëþñòðèðóåò ðèñ.1.5à, ïà÷å÷íóþ àêòèâíîñòü � ðèñ.1.5á�å. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ

äâèæåíèé êîëè÷åñòâî èìïóëüñîâ â ïà÷êå ñîâïàäàåò ñ êðàòíîñòüþ ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Áóäåì íàçûâàòü ïà÷å÷íûå ðåæèìû ñîîòâåòñòâåííî <1> (ðèñ.1.5á), <2> (ðèñ.1.5â),

<3> (ðèñ.1.5ã) è òàê äàëåå. Íà ðèñ.1.5å ïðåäñòàâëåí ðåæèì ïà÷å÷íîé àêòèâíîñòè,
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Ðèñ. 1.5: Ïðîåêöèè àòòðàêòîðîâ è îñöèëëîãðàììû ìîäåëè (1.6)
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êîãäà âìåñòî ïðåäåëüíîãî öèêëà èìååò ìåñòî õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Â ýòîì ñëó÷àå

÷èñëî èìïóëüñîâ â ïà÷êå åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Âñå ïðèâåäåííûå ðåæèìû ðåàëèçóþòñÿ â ìîäåëè (1.6) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ

γ, ε1, ε2, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ðåãóëèðîâàòü êîëè÷åñòâî èìïóëüñîâ

â ïà÷êå, èíòåðâàëû ìåæäó ïà÷êàìè, àìïëèòóäó èìïóëüñîâ.

Íà ðèñ.1.6 ïðåäñòàâëåíû ðàçáèåíèÿ ñå÷åíèé (ε1, γ) è (ε1, ε2) ïðîñòðàíñòâà ïàðà-

(à) (á)

Ðèñ. 1.6: Ñòðóêòóðû ñå÷åíèé ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (1.6) ïðè ε2 = 10(à) è

γ = 0.15(á)

ìåòðîâ ìîäåëè (1.6) íà îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Âíóòðè

êàæäîé îáëàñòè ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ ðåæèìîâ. Â îáëàñòè 1 ðåàëèçó-

åòñÿ ðåæèì ïåðèîäè÷åñêîé àêòèâíîñòè (ðèñ.1.5à) è ïà÷å÷íûé ðåæèì <1> ñ îäíèì

èìïóëüñîì â ïà÷êå (ðèñ.1.5á), â îáëàñòè 2 � ðåæèì <2> (ðèñ.1.5â), â îáëàñòè 3 �

ðåæèì <3> (ðèñ.1.5ã) è òàê äàëåå. Îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå ðåàëèçóþòñÿ õàîòè÷å-

ñêèå ðåæèìû (ðèñ.1.5å) íà ðèñ.1.6 îòìå÷åíû øòðèõîâêîé. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè âíóòðè îáëàñòè òèï ðåæèìà ñîõðàíÿåòñÿ, ìåíÿþòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè

êîëåáàíèé (èíòåðâàë ìåæäó ïà÷êàìè, àìïëèòóäà è ò.ä.). Èç ðèñ.1.6 âèäíî, ÷òî îá-

ëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ, ïîðîæäàÿ îáëàñòè

ìóëüòèñòàáèëüíîãî ïîâåäåíèÿ.
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Ãëàâà 2

Îáúåäèíåíèå ñèñòåì ÔÀÏ â àíñàìáëü

Îáúåäèíåíèå äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ôàçîâûõ (÷àñòîòíûõ) ñèñòåì â àíñàìáëü âîçíè-

êàåò äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Ñïîñîáû îáúåäèíåíèÿ ñèñòåì â àíñàìáëü ìîãóò áûòü ðàçëè÷-

íûìè. Âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ íîâûå ñâîéñòâà ðàñøèðÿþò ôóíêöè-

îíàëüíûå âîçìîæíîñòè ýòèõ ñèñòåì êàê â òðàäèöèîííûõ íàïðàâëåíèÿõ (êàê óïðàâ-

ëÿåìûõ ïî ÷àñòîòå ãåíåðàòîðîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ), òàê è â íåòðàäèöèîííûõ

íàïðàâëåíèÿõ (êàê ãåíåðàòîðîâ õàîòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ). Íà ïðàêòèêå ê îáúåäèíåíèþ

ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì â àíñàìáëè ïðèáåãàþò, íàïðèìåð, äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîòèâî-

ðå÷èâûõ òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ðàçëè÷íûì õàðàêòåðèñòèêàì ñèñòåì � ïîëîñå

çàõâàòà, ôèëüòðóþùèì ñâîéñòâàì, áûñòðîäåéñòâèþ, âåðîÿòíîñòè ñðûâà ñëåæåíèÿ è

ò.ä. [14�16,31]. Ñóùåñòâóåò òàêæå ðÿä çàäà÷, ãäå ïðèíöèïèàëüíî íåîáõîäèìî îáúåäè-

íåíèå íåñêîëüêèõ ñèñòåì â àíñàìáëü [3, 16, 32�41], íàïðèìåð, îïòèìàëüíûé ïðèåì è

îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñëîæíûõ ñèãíàëîâ. ×òî êàñàåòñÿ íîâûõ ïðèëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè,

äëÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ñâÿçè, òî çäåñü íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðåàëèçó-

þùèåñÿ â àíñàìáëÿõ ñëîæíûå õàîòè÷åñêèå àâòîìîäóëÿöèîííûå êîëåáàíèÿ. Çàìåòèì,

÷òî äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà àâòîãåíåðàòîðíûõ ñèñòåì îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî ïà-

ðàìåòðàìè ñàìèõ ñèñòåì, íî è ñòðóêòóðîé è ñèëîé ñâÿçåé ìåæäó ñèñòåìàìè, ÷òî

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðû ñâÿçåé êàê óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå àíñàìáëè âçàèìîñâÿçàííûõ óïðàâëÿå-

ìûõ ãåíåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âèäîâ ìíîãîýëåìåíòíûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñè-

ñòåì, ê êîòîðûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîÿâëÿåòñÿ áîëüøîé èíòåðåñ íå òîëüêî â ðà-

äèîôèçèêå, íî è â áèîëîãèè, õèìèè, ýêîíîìèêå è ò.ä. [3,42,43]. Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ

êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè, äåìîíñòðèðóåìûå òàêèìè ìîäåëÿìè (ïðîöåññû ñèíõðîíè-

çàöèè, àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå ðåæèìû), âî-ïåðâûõ, èìåþò

áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ óñòàíîâëåíèÿ îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé äèíàìè÷åñêîãî ïî-

âåäåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ÷àñòîòíî- è ôàçîóïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ, à âî-âòîðûõ,

ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè ïðè èññëåäîâàíèè äðóãèõ îáúåêòîâ (ìíîãîýëåìåíòíûõ ôàçè-

ðîâàííûõ àíòåííûõ ðåøåòîê, äæîçåôñîíîâñêèõ ñîåäèíåíèé, ýíåðãåòè÷åñêèõ ñåòåé,
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ñèñòåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáðàáîòêè è ò.ä.).

2.1 Êàñêàäíîå ñîåäèíåíèå ñèñòåì ÔÀÏ

Îáðàòèìñÿ ê àíàëèçó àíñàìáëÿ, îáðàçîâàííîãî êàñêàäíûì ñîåäèíåíèåì ôàçîâûõ ñè-

ñòåì. Ïðè êàñêàäíîì ñîåäèíåíèè ñèñòåì ÔÀÏ â àíñàìáëü âûõîä ïðåäûäóùåé ñè-

ñòåìû ÿâëÿåòñÿ âõîäîì ïîñëåäóþùåé [44]. Äëÿ êàñêàäíîãî ñîåäèíåíèÿ ñèñòåì ÔÀÏ

òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå åäèíñòâåííîãî âíåøíåãî ñèãíàëà. Óïîìèíàíèå î

öåëåñîîáðàçíîñòè êàñêàäíîãî ñîåäèíåíèÿ ñèñòåì âñòðå÷àåòñÿ â [16]. Ñ ïîìîùüþ òàêî-

ãî ñîåäèíåíèÿ ÔÀÏ ìîæíî óëó÷øèòü ôèëüòðàöèþ ïîìåõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëü-

êó êàæäóþ ñèñòåìó ÔÀÏ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûé ôèëüòð äëÿ ñèãíà-

ëà, ïîñòóïàþùåãî íà åå âõîä, òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè ôèëüòðóþùàÿ

ñïîñîáíîñòü öåïî÷êè ôèëüòðîâ áóäåò âûøå, ÷åì ó îäíîãî ýëåìåíòà öåïî÷êè. Íàëè-

÷èå ëîêàëüíûõ öåïåé óïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâûâàòü äîïîëíèòåëüíûå ñâÿçè

ìåæäó ýëåìåíòàìè öåïî÷êè è, òåì ñàìûì, íå òîëüêî èçìåíÿòü äèíàìè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà îáúåäèíÿåìûõ ñèñòåì, íî è óïðàâëÿòü ýòèìè ñâîéñòâàìè ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ

ïàðàìåòðîâ ñâÿçåé. Íà ðèñ. 2.1 ïðåäñòàâëåíà ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà àíñàìáëÿ äâóõ êàñ-

e1

S t2( )S t1( )

ÔÀÏ
1

ÖÓ21S1

ÔÄ1 Ã1

ÖÓ1

ÔÀÏ
2

ÖÓ12S2

ÔÄ2 Ã2

ÖÓ2

S t0( )

e2

Ðèñ. 2.1: Êàñêàäíîå ñîåäèíåíèå äâóõ ñèñòåì ÔÀÏ

êàäíî ñâÿçàííûõ ñèñòåì ÔÀÏ. Çäåñü âíåøíèì ñèãíàëîì ÿâëÿåòñÿ îïîðíûé ñèãíàë

S0(t), êîòîðûé ïîñòóïàåò íà âõîä ñèñòåìû ÔÀÏ1, ñèãíàë S1(t) ñ âûõîäà ñèñòåìû

ÔÀÏ1 ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì äëÿ ñèñòåìû ÔÀÏ2. Ïàðöèàëüíûå ñèñòåìû ÔÀÏ1 è ÔÀÏ2

ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ èíôîðìàöèåé î âîçíèêàþùèõ â íèõ ñèãíàëàõ îøèáîê e1 è e2

÷åðåç öåïè âçàèìíîãî óïðàâëåíèÿ ÖÓ12 è ÖÓ21. Öåïü óïðàâëåíèÿ ÖÓ12 ðåàëèçóåò

äîïîëíèòåëüíóþ ñâÿçü ¾âïåðåä¿, ïåðåäàâàÿ èíôîðìàöèþ ñ âûõîäà ôàçîâîãî äèñêðè-

ìèíàòîðà ÔÄ1 â ëîêàëüíóþ öåïü óïðàâëåíèÿ ñèñòåìû ÔÀÏ2. Öåïü óïðàâëåíèÿ ÖÓ21

ðåàëèçóåò äîïîëíèòåëüíóþ ñâÿçü ¾íàçàä¿, ïåðåäàâàÿ èíôîðìàöèþ ñ âûõîäà ôàçîâîãî

äèñêðèìèíàòîðà ÔÄ2 â ëîêàëüíóþ öåïü óïðàâëåíèÿ ñèñòåìû ÔÀÏ1. Ñèãíàëû â öåïÿõ

óïðàâëåíèÿ ÖÓ12 è ÖÓ21 ìîãóò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ � óñèëèâàòüñÿ èëè îñëàáëÿòüñÿ è
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ïðîõîäèòü ÷åðåç äîïîëíèòåëüíûå ôèëüòðû.

Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â ðàññìàòðèâàåìîé êàñêàäíîé

ñèñòåìå, ñîñòàâëÿþòñÿ èç îáùèõ óðàâíåíèé âçàèìîñâÿçàííûõ ñèñòåì ñèíõðîíèçàöèè,

ââåäåííûõ â [45]. Îáùèå óðàâíåíèÿ îáû÷íî çàïèñûâàþòñÿ â îïåðàòîðíîé ôîðìå è

äëÿ êàñêàäíîãî ñîåäèíåíèÿ äâóõ ÔÀÏ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

pψ1

Ω1

= γ1 −K1(p)F1(ψ1)− κK21(p)F2(ψ2), (2.1)

pψ2

Ω1

= γ2 − bK2(p)F2(ψ2)− δK12(p)F1(ψ1)−
pψ1

Ω1

èëè

pφ1

Ω1

= γ1 −K1(p)F1(φ1)− κK21(p)F2(φ2 − φ1), (2.2)

pφ2

Ω1

= γ2 − bK2(p)F2(φ2 − φ1)− δK12(p)F1(φ1).

Çäåñü p ≡ d/dt, ψ1 = φ1 = θ1−θ0 � òåêóùåå ôàçîâîå ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó ñèãíàëîì
ïåðâîãî ãåíåðàòîðà è îïîðíûì ñèãíàëîì, ψ2 = θ2 − θ1 � òåêóùåå ôàçîâîå ðàññîãëà-

ñîâàíèå ìåæäó ñèãíàëàìè ïåðâîãî è âòîðîãî ãåíåðàòîðîâ, φ2 = ψ1 + ψ2 = θ2 − θ0

� òåêóùåå ôàçîâîå ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó ñèãíàëîì âòîðîãî ãåíåðàòîðà è îïîðíûì

ñèãíàëîì, γ1 è γ2 � íà÷àëüíûå ðàññòðîéêè ÷àñòîò ïåðâîãî è âòîðîãî ãåíåðàòîðîâ îòíî-

ñèòåëüíî îïîðíîãî ñèãíàëà, b = Ω2/Ω1, ãäå Ω1 è Ω2 � ïîëîñû óäåðæàíèÿ ïàðöèàëüíûõ

ñèñòåì ÔÀÏ1 è ÔÀÏ2, F1(ψ1) è F2(ψ2) � íîðìèðîâàííûå õàðàêòåðèñòèêè ôàçîâûõ

äèñêðèìèíàòîðîâ ÔÀÏ1 è ÔÀÏ2, K1(p), K2(p) è K12(p), K21(p) � ïåðåäàòî÷íûå ôóíê-

öèè ôèëüòðîâ íèçêèõ ÷àñòîò â ëîêàëüíûõ öåïÿõ óïðàâëåíèÿ ÔÀÏ1, ÔÀÏ2 è â öå-

ïÿõ äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé ¾âïåðåä¿ è ¾íàçàä¿, δ è κ � ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñèãíàëîâ ðàññîãëàñîâàíèé ìåæäó ãåíåðàòîðàìè â ïðÿìîì è îáðàòíîì íàïðàâëåíè-

ÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (2.1) èëè (2.2) êîíêðåòíûå âûðàæåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ ïåðåäà÷ ôèëüòðîâ, õàðàêòåðèñòèê ôàçîâûõ äèñêðèìèíàòîðîâ, ìîæ-

íî ïîëó÷èòü ðàçíîîáðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâóõêàñêàäíîé âçàèìîñâÿçàííîé

ÔÀÏ.

2.2 Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå ñèñòåì ÔÀÏ

Ðàññìîòðèì äðóãîé âàðèàíò îáúåäèíåíèÿ äâóõ ôàçîâûõ ñèñòåì â àíñàìáëü � ïàðàë-

ëåëüíîå ñîåäèíåíèå. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà îäíîãî èç âàðèàíòîâ àíñàìáëÿ äâóõ ïàðàë-

ëåëüíî ñâÿçàííûõ ÔÀÏ (ÏÔÀÏ) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.2. Çäåñü îïîðíûì ñèãíàëîì

äëÿ îáîèõ óïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë S0(t). Îí ïîñòóïàåò

íà ôàçîâûå äèñêðèìèíàòîðû ÔÄ1 è ÔÄ2, ãäå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ñèãíàëàìè S1(t) è S2(t)
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ÔÄ1
ÓÝ1Ô1 Ã1

ÔÀÏ1

ÔÄ2 ÓÝ2Ô2 Ã2

ÔÀÏ2

d k
S t0( )

S t1( )

S t2( )
S

u1

u2

S

u1
’

u2
’

u1

~

u2

~

Ðèñ. 2.2: Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå äâóõ ñèñòåì ÔÀÏ

óïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ Ã1 è Ã2 ñîîòâåòñòâåííî. Íà âûõîäå ÔÄ1 è ÔÄ2 âûðàáàòû-

âàþòñÿ íàïðÿæåíèÿ u1 è u2 ïðîïîðöèîíàëüíûå ðàçíîñòè ôàç êîëåáàíèé óïðàâëÿåìûõ

ãåíåðàòîðîâ è îïîðíîãî ñèãíàëà. Äàëåå ñèãíàëû ôàçîâûõ ðàññîãëàñîâàíèé u1 è u2 ïî-

ñòóïàþò íà ñóììàòîðû Σ, ãäå ñóììèðóþòñÿ ñ ñèãíàëàìè ñâÿçåé u′1 = κu2 è u′2 = δu1.

Ñóììàðíûå ñèãíàëû ũ1=u1+κu2 è ũ2=u2+ δu1 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ÷àñòî-

òàìè ãåíåðàòîðîâ Ã1 è Ã2. Îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó òàêîé

ñèñòåìû, èìåþò âèä [3, 45]

pφ1

Ω1

=
Ω0

1

Ω1

−K1(p)[F (φ1) + κF (φ2)], (2.3)

pφ2

Ω1

=
Ω0

2

Ω1

− bK2(p)[F (φ2) + δF (φ1)],

ãäå p ≡ d/dt, φi � òåêóùåå ôàçîâîå ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó îïîðíûì ñèãíàëîì è

ñèãíàëîì i-ãî ãåíåðàòîðà, Ω0
i � íà÷àëüíàÿ ÷àñòîòíàÿ ðàññòðîéêà i-ãî óïðàâëÿåìîãî

ãåíåðàòîðà îòíîñèòåëüíî îïîðíîãî ñèãíàëà, b = Ω2/Ω1, Ωi � ïîëîñà óäåðæàíèÿ ÔÀÏi,

Ki(p) � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò Ôi, F (φi) � íîðìèðîâàííàÿ

õàðàêòåðèñòèêà i-ãî ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà (i = 1, 2), κ è δ � ïàðàìåòðû ñâÿçåé.

Çàìåòèì, ÷òî â ìîäåëü (2.3) ìîãóò áûòü âíåñåíû èçìåíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ó÷åòîì

èíåðöèîííîñòè êàíàëà ñâÿçè, ó÷åòîì äðóãèõ âàðèàíòîâ ðåàëèçàöèè ñâÿçåé (ñóììè-

ðîâàíèå ñèãíàëîâ íà âõîäå óïðàâèòåëÿ, à òàêæå îñóùåñòâëåíèå ñâÿçè ÷åðåç äîïîë-

íèòåëüíûé ôàçîâûé èëè ÷àñòîòíûé äèñêðèìèíàòîðû, ñðàâíèâàþùèå êîëåáàíèÿ ñ

âûõîäîâ ãåíåðàòîðîâ Ã1 è Ã2, è ò.ä.).
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Ãëàâà 3

Ñèñòåìû ÔÀÏ, ñâÿçàííûå ÷åðåç

äîïîëíèòåëüíûé ôàçîâûé

äèñêðèìèíàòîð

3.1 Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà è îáùèå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì àíñàìáëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõ òèïîâûõ ñèñòåì ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè

÷àñòîòû (ÔÀÏ), êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ÷åðåç äîïîëíèòåëüíûé ôàçîâûé äèñ-

êðèìèíàòîð. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà òàêîãî àíñàìáëÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.3.1. Îïîðíûì

Σ

Σ

Ðèñ. 3.1: Àíñàìáëü èç äâóõ ÔÀÏ, ñâÿçàííûõ ÷åðåç äîïîëíèòåëüíûé äèñêðèìèíàòîð

ñèãíàëîì äëÿ îáîèõ óïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë φc. Îáú-

åäèíåíèå ÔÀÏ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûõîäíûå ñèãíàëû φÃ1 è φÃ2 ñ

óïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ Ã1 è Ã2 ñðàâíèâàþòñÿ íà îòäåëüíîì ôàçîâîì äèñêðèìè-
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íàòîðå ÔÄ3, çàòåì ïîëó÷åííûé ñèãíàë ôàçîâîãî ðàññîãëàñîâàíèÿ u3, ïðîõîäÿ ÷å-

ðåç ïðåîáðàçóþùèå óñòðîéñòâà κ è δ, ñóììèðóåòñÿ ñ âûõîäíûìè ñèãíàëàìè u1 è u2

ôàçîâûõ äèñêðèìèíàòîðîâ ÔÄ1 è ÔÄ2 ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå ñóììàðíûå ñèãíàëû

ū1=u1+κu3 è ū2=u2− δu3 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ãåíåðàòîðàìè Ã1 è Ã2. Îïå-

ðàòîðíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó òàêîé ñèñòåìû, èìåþò âèä [3]

pφ1

Ω1

=
Ω0

1

Ω1

−K1(p)[F (φ1) + κF (φ2 − φ1)], (3.1)

pφ2

Ω2

=
Ω0

2

Ω2

−K2(p)[F (φ2)− δF (φ2 − φ1)],

ãäå p ≡ d/dt, φi � òåêóùåå ôàçîâîå ðàññîãëàñîâàíèå, à Ω0
i � íà÷àëüíàÿ ÷àñòîòíàÿ

ðàññòðîéêà i-ãî óïðàâëÿåìîãî ãåíåðàòîðà îòíîñèòåëüíî îïîðíîãî ñèãíàëà, Ωi õàðàê-

òåðèçóåò ïîëîñó óäåðæàíèÿ i-ãî ãåíåðàòîðà, Ki(p) � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ôèëüòðà

íèçêèõ ÷àñòîò Ôi, F (φi) � íîðìèðîâàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà

(i = 1, 2).

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ñèñòåìû ÔÀÏ èìåþò îäèíàêîâûå ïîëîñû óäåðæàíèÿ Ω1=Ω2=Ω,

ôàçîâûå äèñêðèìèíàòîðû ñ ñèíóñîèäàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è öåïè óïðàâëåíèÿ

ñ èíòåãðèðóþùèìè ôèëüòðàìè (K1(p)=(1+T1p)
−1, K2(p)=(1+T2p)

−1), òî èç óðàâíå-

íèé (3.1) ïîëó÷àòñÿ ñëåäóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

dφ1

dτ
= y1, ε1

dy1
dτ

= γ1 − sinφ1 − y1 − κ sin(φ2 − φ1) ≡ P (φ1, y1, φ2, y2), (3.2)

dφ2

dτ
= y2, ε2

dy2
dτ

= γ2 − sinφ2 − y2 + δ sin(φ2 − φ1) ≡ Q(φ1, y1, φ2, y2),

îïðåäåëåííàÿ â öèëèíäðè÷åñêîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U={φ1(mod2π), y1, φ2(mod2π),

y2}, ãäå τ=t/Ω, γi=Ω0
i /Ω, εi=ΩTi, κ=κ/Ω, δ = δ/Ω. Ñèñòåìàì (3.2) ÿâëÿåòñÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàññìàòðèâàåìîãî àíñàìáëÿ ÔÀÏ ñ ôèëüòðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà

â öåïÿõ óïðàâëåíèÿ.

Ïðè ε1 ≪ 1, ε2 ≪ 1 ñèñòåìà (3.2) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè ïðè

ïðîèçâîäíûõ dy1/dt è dy2/dt. Ïîëíîå äâèæåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U ðàçáèâà-

åòñÿ [18] íà �áûñòðûå� è �ìåäëåííûå� äâèæåíèÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî

∂P

∂y1
+
∂Q

∂y2
=− 2 < 0,

∂P

∂y1

∂Q

∂y2
− ∂P

∂y2

∂Q

∂y1
=1 > 0,

ïîâåðõíîñòü Z �ìåäëåííûõ äâèæåíèé�, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèÿìè P (φ1, y1, φ2, y2) =

0, Q(φ1, y1, φ2, y2) = 0, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê áûñòðûì äâèæåíèÿì.

Óðàâíåíèÿ ìåäëåííûõ äâèæåíèé íà ïîâåðõíîñòè Z èìåþò âèä

dφ1

dτ
= γ1 − sinφ1 − κ sin(φ2 − φ1), (3.3)

dφ2

dτ
= γ2 − sinφ2 + δ sin(φ2 − φ1).
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Ñèñòåìà (3.3) â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè åå ïðàâûõ ÷àñòåé ïî ïåðåìåííûì φ1 è φ2 ñ

ïåðèîäîì 2π ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íà òîðîèäàëüíîé ôàçî-

âîé ïîâåðõíîñòè U0 = {φ1(mod2π), φ2(mod2π)}. Ñèñòåìà (3.3) èíâàðèàíòíà îòíî-

ñèòåëüíî çàìåí Z1 : (γ1, γ2, φ1, φ2) → (−γ1,−γ2,−φ1,−φ2) , Z2 : (κ, δ, φ1, φ2, τ) →
(−κ,−δ, π−φ1, π−φ2,−τ) è Z3 : (φ1, φ2, κ, δ, γ1, γ2) → (φ2, φ1, δ, κ, γ2, γ1). Â ñèëó çàìåí

Z1 è Z2 àíàëèç äâèæåíèé ñèñòåìû (3.3) äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè, íàïðèìåð, â îáëàñòè

Λ0 : {γ2≥0, δ≥0, γ1, κ}.
Óðàâíåíèÿ (3.3) îïèñûâàþò äèíàìèêó àíñàìáëÿ, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ñèñòåì ñ

îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé èíäèâèäóàëüíîé äèíàìèêîé. Ïîâåäåíèå ïàðöèàëüíûõ ñèñòåì

îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (3.3) ïðè κ = 0 è δ = 0. Äëÿ ïàðöèàëüíûõ ñèñòåì õàðàê-

òåðíû äâà âèäà äâèæåíèé: ïðè |γ1| ≤ 1 (|γ2| ≤ 1) � ñîñòîÿíèå ïîêîÿ c êîîðäèíàòîé

φ∗
1 = arcsin γ1 (φ∗

2 = arcsin γ2), ïðè |γ1| > 1 (|γ2| > 1) � íåðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî

îêðóæíîñòè S1 = {φ1, φ1∈[0, 2π)} (S2 = {φ2, φ2∈[0, 2π)}). Äëÿ ñèñòåì ÔÀÏ ñîñòîÿ-

íèå ïîêîÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó ñèíõðîíèçàöèè óïðàâëÿåìîãî ãåíåðàòîðà îïîðíûì

ñèãíàëîì, ïðè êîòîðîì ÷àñòîòû óïðàâëÿåìîãî ãåíåðàòîðà è îïîðíîãî ñèãíàëà ðàâíû,

à ðàçíîñòü ôàç ïðèíèìàåò íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó áèåíèé, ïðè êîòîðîì ðàçíîñòü ôàç ïîäñòðàèâàåìîãî è îïîð-

íîãî ñèãíàëîâ íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàåò.

Â ñëó÷àå îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè (κ=0 èëè δ=0) îäèí èç ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ

ðàáîòàåò àâòîíîìíî. Íàïðèìåð, ïðè κ=0 ïîâåäåíèå ïåðâîãî ãåíåðàòîðà íå çàâèñèò

îò ñîñòîÿíèÿ âòîðîãî ãåíåðàòîðà. Ïåðâûé ãåíåðàòîð íàõîäèòñÿ â ðåæèìå ñèíõðîíè-

çàöèè ïðè |γ1| ≤ 1 è â ðåæèìå áèåíèé åñëè |γ1| > 1. Ñîñòîÿíèå âòîðîãî ãåíåðàòîðà

îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

dφ2

dτ
=γ2−

√
1 + δ2 − 2δ cosφ1 sin

(
φ2 + arctan

δ sinφ1

1− δ cosφ1

)
, (3.4)

êîòîðîå ñòàíîâèòñÿ àâòîíîìíûì ïðè |γ1| ≤ 1 (φ1=arcsin γ1) è ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíûì

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (φ1=2arctan
[√

(γ21 − 1)/γ21 tan
(
0.5τ

√
γ21 − 1

)
− 1

]
).

3.2 Ñèíõðîííûå ðåæèìû

Â àíñàìáëå ãåíåðàòîðîâ ñèíõðîííûé ðåæèì ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ êàê ó âñåõ ãåíå-

ðàòîðîâ îäíîâðåìåííî, òàê è â îòäåëüíûõ ãåíåðàòîðàõ. Ðåæèì, ïðè êîòîðîì âñå ãå-

íåðàòîðû àíñàìáëÿ ôóíêöèîíèðóþò â ñèíõðîííîì ðåæèìå, îïðåäåëèì, êàê ãëîáàëü-

íûé ñèíõðîííûé ðåæèì. Ýòîìó ðåæèìó â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îòâå÷àþò óñòîé÷è-

âûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðåæèìû ðàáîòû àíñàìáëÿ, êîãäà îòäåëüíûå ãåíåðàòîðû

ôóíêöèîíèðóþò â ñèíõðîííîì ðåæèìå, íàçîâåì ðåæèìàìè ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè

àíñàìáëÿ. Òàêèì ðåæèìàì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îòâå÷àþò óñòîé÷èâûå ìíîãîîá-

ðàçèÿ, ó êîòîðûõ îäíà èç ôàçîâûõ êîîðäèíàò φ1 èëè φ2 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ðåæèì
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÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè â ðàññìàòðèâàåìîì àíñàìáëå ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî, â ñëó÷àå

îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè. Ïðè κ=0, δ ̸= 0 âòîðîé ãåíåðàòîð ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñèí-

õðîííîì ðåæèìå, òîëüêî åñëè ïåðâûé ãåíåðàòîð íàõîäèòñÿ â ñèíõðîííîì ðåæèìå.

Åñëè æå ïåðâûé ãåíåðàòîð ôóíêöèîíèðóåò â ðåæèìå áèåíèé, òî âòîðîé ãåíåðàòîð

âñåãäà íàõîäèòüñÿ â àñèíõðîííîì ðåæèìå: â êâàçèñèíõðîííîì 1, åñëè ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (3.4) îãðàíè÷åíî, è â ðåæèìå áèåíèé, åñëè ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî.

Ñèíõðîííûå ðåæèìû â ñëó÷àå îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè

Ïîëîæèâ â ñèñòåìå (3.3) dφ1/dτ = dφ2/dτ = 0 è κ=0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ:

γ1=sinφ1, γ2=sinφ2 − δ sin(φ2 − φ1). (3.5)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (4.6), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-

ñèÿ C0 = C−
02 ∪ C04 ∪ C+

02 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè:

C04 =
{
−γ−2 < γ2 < γ−2 , |γ1| < 1

}
,

C+
02 =

{
γ−2 < γ2 < γ+2 , |γ1| < 1

}
, (3.6)

C−
02 =

{
−γ+2 < γ2 < −γ−2 , |γ1| < 1

}
,

ãäå γ−2 (δ, γ1)=
√
1− 2δ

√
1− γ21 + δ2, γ+2 (δ, γ1)=

√
1 + 2δ

√
1− γ21 + δ2.

Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2, δ) ∈ C04 ñèñòåìà (3.3) èìååò íà ïîâåðõíîñòè

òîðà U0 ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðèñ.3.2à):

O1(φ
∗
1, φ

∗
2), O2(φ

∗
1, π − φ∗

2), O3(π − φ∗
1, π − φ∗

2), O4(π − φ∗
1, φ

∗
2),

ãäå çíà÷åíèÿ φ∗
1 è φ

∗
2 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

φ∗
1 = arcsin γ1, φ∗

2 = arcsin
γ1√

1− δ
√
1− γ21 + δ2γ21

− arctan
1− δ

√
1− γ21

δ2γ21
,

Èññëåäóÿ õàðàêòåð ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïî êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî óñòîé÷èâûì ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ

O1, ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O2 è O4 - ñåäëà, à O3 - íåóñòîé÷èâûé óçåë èëè ôîêóñ.

Óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1 ñîîòâåòñòâóåò ãëîáàëüíîìó ñèíõðîííîìó ðåæè-

ìó àíñàìáëÿ I1 ñ îñòàòî÷íûìè îøèáêàìè ñëåæåíèÿ φ∗
1 è φ∗

2 â ïåðâîì è âî âòîðîì

ãåíåðàòîðå ñîîòâåòñòâåííî.

1Êâàçèñèíõðîííûé ðåæèì � ðåæèì, ïðè êîòîðîì èìååòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ìîäóëÿöèÿ ÷àñòîòû óïðàâ-

ëÿåìîãî ãåíåðàòîðà îêîëî ñòàáèëèçèðîâàííîé ïî îïîðíîìó ñèãíàëó ñðåäíåé ÷àñòîòû, à ðàçíîñòü ôàç

ïîäñòðàèâàåìîãî è îïîðíîãî ñèãíàëîâ èçìåíÿåòñÿ îêîëî íåêîòîðîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ýòîò ðåæèì

íå õàðàêòåðåí äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðöèàëüíûõ ñèñòåì (ñèñòåì ÔÀÏ ñ ôèëüòðàìè ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà â öåïÿõ óïðàâëåíèÿ) è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáúåäèíåíèÿ ãåíåðàòîðîâ â àíñàìáëü.
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Ðèñ. 3.2: Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (3.3)
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Ðèñ. 3.3: Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (3.3) ïðè κ=0, δ=0.5

Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2, δ) èç îáëàñòåé C
±
02 ñèñòåìà (3.3) èìååò äâà ñî-

ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òèï êîòîðûõ çàâèñèò îò çíàêà ïàðàìåòðà δ. Åñëè δ>0, òî íà

òîðå U0 ñóùåñòâóþò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O3 è O2 (O4), ïðè δ<0 îñòàþòñÿ ñîñòî-

ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 è O2 (O4). Òàêèì îáðàçîì îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííûõ

ðåæèìîâ ìîæåò áûòü èçìåíåíà çà ñ÷åò ïàðàìåòðà ñâÿçè, ýòî íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò

ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (3.3), ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ.3.3.

Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà δ îáëàñòü DS ñóùåñòâîâàíèÿ ãëî-

áàëüíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà I1 ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ C04. Àíàëèç îáëàñòèDS ñâèäå-

òåëüñòâóåò, ÷òî îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà âòîðîãî ãåíåðàòîðà òåì

ìåíüøå, ÷åì ìåíüøå ìîäóëü íà÷àëüíîé ðàññòðîéêè ïåðâîãî ãåíåðàòîðà. Ïðè γ1=0 ïî-

ëîñà ñèíõðîíèçàöèè âòîðîãî ãåíåðàòîðà äîñòèãàåò ìèíèìóìà è ðàâíà γs2=1−δ. Ïðè
çíà÷åíèÿõ ìîäóëÿ ïàðàìåòðà γ1 áëèçêèõ ê åäèíèöå íàáëþäàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíîå ðàñ-

øèðåíèå ïîëîñû ñèíõðîíèçàöèè, çäåñü îíà ìîæåò áûòü áîëüøå åäèíèöå. Â ñëó÷àå

δ<0, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìîäåëè îòíîñèòåëüíî çàìåíû Z2, îáëàñòü DS ñîâïàäàåò

ñ îáëàñòüþ C0. Òåïåðü íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ïîëîñû ñèíõðîíèçàöèè

âòîðîãî ãåíåðàòîðà, ïðè÷åì ïîëîñà ñèíõðîíèçàöèè òåì øèðå, ÷åì ìåíüøå ìîäóëü γ1.

Ïðè γ1=0 ïîëîñà ñèíõðîíèçàöèè âòîðîãî ãåíåðàòîðà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà è ðàâ-

íà γs2=1+δ. Èç èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû (3.3) îòíîñèòåëüíî çàìåíû Z3 ñëåäóåò, ÷òî

ïîëîñà ñèíõðîíèçàöèè ïåðâîãî ãåíåðàòîðà ìîæåò áûòü èçìåíåíà, çà ñ÷åò ââåäåíèÿ

îäíîíàïðàâëåííîé (ïðè δ = 0) ñâÿçè κ.

Ñèíõðîííûå ðåæèìû ïðè âçàèìíûõ ñâÿçÿõ

Âåäåíèå âçàèìíûõ ñâÿçåé îòðàæàåòñÿ íà äèíàìèêå îáîèõ ãåíåðàòîðîâ. Ðèñ.3.4 è

ðèñ.3.5 èëëþñòðèðóåò ýâîëþöèþ ñèíõðîíèçèðóþøèõ ñâîéñòâ ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ

â ñëó÷àå âàðèàöèè îäíîé èç âçàèìíûõ ñâÿçåé.
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(a)

(á)

Ðèñ. 3.4: Çàâèñèìîñòü ïîëîñû ñèíõðîíèçàöèè ïåðâîãî ãåíåðàòîðà àíñàìáëÿ îò ïàðà-

ìåòðîâ ñâÿçè κ ïðè γ2=0, δ=0.5 (a) è δ ïðè γ2=0, κ=0.7 (á)

Íà ðèñ.3.4à èçîáðàæåí ôðàãìåíò ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (κ, γ1) ìîäåëè (3.3) ïðè

ôèêñèðîâàííûõ δ=0.5, γ2=0. Ýòîò ôðàãìåíò ñîäåðæèò ëèíèè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò

áèôóðêàöèÿì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (3.3). Çäåñü ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïðîâå-

äåíû êðèâûå, ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ íà òîðå U0 ïîÿâëÿåòñÿ (èñ÷åçàåò) óñòîé÷èâîå

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: ëèíèÿ 1 � óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O1 è ñåäëîâîå O4

(ðèñ.3.2), ëèíèÿ 3 óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O5 è ñåäëîâîå O6 (ðèñ.3.2å), à

ïóíêòèðíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ïîÿâëåíèþ íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ:

ëèíèÿ 2 � âïîëíå íåóñòîé÷èâîãî O3 è ñåäëîâîãî O2; ëèíèÿ 4 � âïîëíå íåóñòîé÷èâîãî

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O7 è ñåäëîâîãî O8(ðèñ.3.2ç).

Áèôóðêàöèîííûå êðèâûå 1-4 âûäåëÿþò íà ïëîñêîñòè (κ, γ1) îáëàñòè C̄06, C04 è

C02 ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç êîòîðûõ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (3.3) ñó-

ùåñòâóþò øåñòü (ðèñ.3.2ç), ÷åòûðå (ðèñ.3.2a) è äâà (ðèñ.3.2â) ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ,

îäíî èç êîòîðûõ óñòîé÷èâîå; îáëàñòü C06 ñ øåñòüþ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ, äâà èç
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êîòîðûõ óñòîé÷èâûå (ðèñ.3.2æ); à òàê æå îáëàñòü C̄02 ñ äâóìÿ íåóñòîé÷èâûìè ñî-

ñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ (ðèñ.3.2á). Îáëàñòü ïàðàìåòðîâ DS = C02 ∪ C04 ∪ C06 ∪ C̄06

ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè àíñàìáëÿ. Â îáëàñòè C06 ñâÿçàííûå

ãåíåðàòîðû äåìîíñòðèðóþò áèñòàáèëüíîå ïîâåäåíèå. Çäåñü â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé â ãåíåðàòîðàõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ëèáî ñèíõðîííûé ðåæèì I1, ëèáî ðåæèì

I2, îïðåäåëÿåìûå óñòîé÷èâûìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ O1 è O5 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ.3.4á ïðåäñòàâëÿåò èçìåíåíèÿ ïîëîñû óäåðæàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà2 ïåðâî-

ãî ãåíåðàòîðà ïðè âàðüèðîâàíèè ñâÿçè δ â ñëó÷àå κ=0.7 è γ2=0. Çäåñü ñîõðàíåíû îáî-

çíà÷åíèÿ äëÿ ëèíèé è îáëàñòåé, ïðèíÿòûå íà ðèñ.3.4à. Â íîâîé îáëàñòè C̄04 ñèñòåìà

(3.3) èìååò ÷åòûðå íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðèñ.3.2è). Îáëàñòü ãëîáàëü-

íîé ñèíõðîíèçàöèè DS = C04 ∪C06 òåïåðü íå ñîäåðæèò îáëàñòü ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè

ðàâíîâåñèÿ. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî èçìåíåíèå ïîëîñû ñèíõðîíèçàöèè (óäåðæàíèÿ ñèí-

õðîííîãî ðåæèìà) ïåðâîãî ãåíåðàòîðà ïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðà δ, â îòëè÷èè îò

ñëó÷àÿ èçìåíåíèÿ κ, ìîæåò íîñèòü íå ìîíîòîííûé õàðàêòåð. Íà ðèñ.3.4á âèäíî, ÷òî

ïðè çíà÷åíèÿõ ñâÿçè δ áëèçêèõ ê çíà÷åíèÿì δ=1 íàáëþäàåòñÿ ðåçêîå ðàñøèðåíèå

ïîëîñû ñèíõðîíèçàöèè.

Èñïîëüçóÿ çàìåíó Z2 èç ðèñ.3.4à è ðèñ.3.4á ìîæíî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòè ïîëî-

ñû ñèíõðîíèçàöèè ïåðâîãî ãåíåðàòîðà îò ïàðàìåòðîâ κ è δ â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííûõ

îòðèöàòåëüíûõ ñâÿçÿõ κ= − 0.7 è δ= − 0.5 ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå çàìåíû Z2

ïóíêòèðíûå ëèíèè íà ðèñ.3.4 ïðåâðàùàþòñÿ â ñïëîøíûå è ñòàíîâÿòñÿ ãðàíèöàìè

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ñïëîøíûå ëèíèè ïðåîáðàçóþòñÿ â ïóíêòèðíûå ëèíèè, êîòî-

ðûå íå îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ñèíõðîíèçèðóþùèå ñâîéñòâà ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èç ðèñ.3.4à ñëåäóåò, ÷òî ñìåíà çíàêà ó ïàðàìåòðà δ íå ïðèâîäèò ê

êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì ñèíõðîíèçèðóþùèõ ñâîéñòâ ïåðâîãî ãåíåðàòîðà: îáëàñòü

ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ íå óâåëè÷èâàåòñÿ, èçìåíåíèÿ ïîëîñû ñèíõðîíè-

çàöèè ïðè âàðüèðîâàíèè κ ñîõðàíÿþò ìîíîòîííûé õàðàêòåð, îáëàñòü áèñòàáèëüíîãî

ñèíõðîííîãî ïîâåäåíèÿ ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé ïîëîñû ñèí-

õðîíèçàöèè. Èç ðèñ.3.4á ñëåäóåò, ÷òî ïðè κ < 0 îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ðàñøèðÿåòñÿ

çà ñ÷åò îáëàñòè ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ (DS = C̄02∪C04∪C̄04∪C̄06), ïðè ýòîì

îáëàñòü áèñòàáèëüíîãî ñèíõðîííîãî ïîâåäåíèÿ C06 òðàíñôîðìèðóþòñÿ â îáëàñòü ìî-

íîñòàáèëüíîãî ðåæèìà, à áèñòàáèëüíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìà (3.3) äåìîíñòðèðóåò ïðè

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè C̄04. Ðåçêîå ðàñøèðåíèå ïîëîñû ñèíõðîíèçàöèè

ïåðâîãî ãåíåðàòîðà íàáëþäàåòñÿ òåïåðü ïðè δ áëèçêèõ ê çíà÷åíèÿì δ=− 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ñâÿçåé íà òî÷íîñòü ñèíõðîíèçàöèè ãå-

íåðàòîðîâ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ ìîäåëè (3.3). Ðèñ.3.5 èëëþñòðèðóåò ýòî âëèÿíèå. Íà ðèñ.3.5à ïðåäñòàâëåíû

2Ïîëîñà óäåðæàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà � èíòåðâàë íà÷àëüíîé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè ïðè çíà-

÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè.
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Ðèñ. 3.5: Ýâîëþöèÿ îøèáîê ñèíõðîíèçàöèè ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ ïðè èçìåíåíèè ïà-

ðàìåòðîâ ñâÿçè κ â ñëó÷àå γ1=0.1, γ2=0, δ = 0.5 (a) è δ ïðè γ1=0.1, γ2=0, κ=0.7 (á)

ëèíèè, õàðàêòåðèçóþùèå îøèáêè ñèíõðîíèçàöèè φ∗
1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è φ∗

2 (ïóíê-

òèðíàÿ ëèíèÿ) ïåðâîãî è âòîðîãî ãåíåðàòîðîâ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà κ îò -2 äî 3 è

â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè îò 3 äî -2. Èç àíàëèçà ïðåäñòàâëåííûõ êðèâûõ ñëåäóåò, ÷òî

ââåäåíèå îòðèöàòåëüíîé ñâÿçè κ ïðè δ> 0 ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü îøèáêè ñèíõðîíè-

çàöèè îáîèõ ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ. Ââåäåíèå ïîëîæèòåëüíîé ñâÿçè κ ïðè δ> 0 âåäåò

ê ñíèæåíèþ êà÷åñòâà ñèíõðîííèçàöèè. Ïðè óâåëè÷åíèè κ íàáëþäàåòñÿ äîñòàòî÷íî

áûñòðîå ñíèæåíèå òî÷íîñòè ñèíõðîíèçàöèè îáîèõ ãåíåðàòîðîâ, ïðè ýòîì îøèáêà ñèí-

õðîíèçàöèè ïåðâîãî ãåíåðàòîðà ðàñòåò ìîíîòîííî, à îøèáêà ñèíõðîíèçàöèè âòîðîãî

ãåíåðàòîðà èìååò ýêñòðåìóì ïðè κ = 0.77 (φ∗
2 = −0.52358). Ïðè κ = 1.20132 ïðîèñõî-

äèò ñðûâ ãåíåðàòîðîâ íà ïðîòèâîôàçíûé ñèíõðîííûé ðåæèì I2. Òåïåðü, ïðè äàëü-

íåéøåì óâåëè÷åíèè κ, îøèáêà ñèíõðîíèçàöèè âòîðîãî ãåíåðàòîðà φ∗
2 ñòðåìèòüñÿ ê

íóëþ, à îøèáêà ñèíõðîíèçàöèè ïåðâîãî ãåíåðàòîðà φ∗
1 ñòðåìèòüñÿ ê −π.

Ïðè îáðàòíîì äâèæåíèè ïî ïàðàìåòðó κ îò çíà÷åíèé κ = 3 äî κ = −2, âíà÷àëå

ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîå óìåíüøåíèå îøèáêè ñèíõðîíèçàöèè ïåðâîãî ãåíåðàòîðà, à à

îøèáêà ñèíõðîíèçàöèè âòîðîãî ãåíåðàòîðà ðàñòåò è èìååò ýêñòðåìóì ïðè κ = 0.97

(φ∗
2 = 0, 52358), äàëåå ïðè κ = 0.72 ïðîèñõîäèò ñðûâ ãåíåðàòîðîâ íà ñèíôàçíûé

ñèíõðîííûé ðåæèì I1. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè κ îøèáêè φ∗
1 è φ∗

2 ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ïðè âàðèàöèè κ ïåðåêëþ÷åíèå

c ðåæèìà I1 íà I2 è îáðàòíî c I2 íà I1 ïðîèñõîäèò ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ κ,

ò.å. â ñèñòåìå (3.3) íàáëþäàåòñÿ ãèñòåðåçèñíîå ÿâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ñèíõðîííûìè

ðåæèìàìè è âàðèàöèÿìè ïàðàìåòðîâ ñâÿçåé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿþòñÿ îøèáêè ñèíõðîíèçàöèè ãåíåðàòîðîâ àíñàì-

áëÿ ïðè âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà δ (ðèñ.3.5á). Èç ðèñ.3.5á âèäíî, ÷òî ââå-

äåíèå îòðèöàòåëüíîé ñâÿçè δ ïðè κ> 0 ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü îøèáêè ñèíõðîíèçàöèè
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îáîèõ ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ. Ââåäåíèå ïîëîæèòåëüíîé ñâÿçè δ ïðè κ = 0.7 âåäåò ìî-

íîòîííîìó ðîñòó îøèáêè ñèíõðîíèçàöèè âòîðîãî ãåíåðàòîðà φ∗
2, êîòîðàÿ ñòðåìèòüñÿ

ê -3.034. Îøèáêà ñèíõðîíèçàöèè ïåðâîãî ãåíåðàòîðà ïðè óâåëè÷åíèè δ äîñòèãàåò ìàê-

ñèìóìà ïðè δ = 0.6 (φ∗
1 = 0.9273), äàëåå φ∗

1 óìåíüøàåòñÿ è ñòðåìèòüñÿ ê 1.033. Òàêèì

îáðàçîì ïðè èçìåíåíèè δ ïåðåêëþ÷åíèå íà ðåæèì I2 íå ïðîèñõîäèò, õîòÿ ïîòåíöè-

àëüíî ýòà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâóåò

3.3 Äèíàìèêà àíñàìáëÿ â ñëó÷àå îäíîíàïðàâëåííîé

ñâÿçè

Ïóñòü κ = 0, δ = 0.5. Ïðîàíàëèçèðóåì âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ íà÷àëüíîé ÷àñòîòíîé

ðàññòðîéêè γ1 è γ2 íà äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû àíñàìáëÿ (ðèñ.3.3). Ïðè çíà÷åíèÿõ ïà-

ðàìåòðîâ èç îáëàñòè DS â àíñàìáëå âñåãäà óñòàíàâëèâàåòñÿ ãëîáàëüíûé ñèíõðîííûé

ðåæèì. Ïðè âûõîäå èç îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè DS â îáëàñòü D10 íà ó÷àñòêàõ ãðàíè-

öû γ1=1, ðàñïîëîæåííîé íèæå òî÷êè À, è ãðàíèöû γ1= − 1 íèæå òî÷êè Â, ïðîèñ-

õîäèò ñëèÿíèå è èñ÷åçíîâåíèå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O1, O4 è O2, O3. Â ðåçóëüòàòå

ýòîé áèôóðêàöèè âîçíèêàþò óñòîé÷èâûé L10 è íåóñòîé÷èâûé Γ10 ïðåäåëüíûå öèê-

ëû, îõâàòûâàþùèå ôàçîâûé òîð U0 â òîëüêî íàïðàâëåíèè φ1 (ðèñ.3.2ä). Óñòîé÷èâûé

ïðåäåëüíûé öèêë L10 îïðåäåëÿåò ðåæèì áèåíèé ïåðâîãî ãåíåðàòîðà è êâàçèñèíõðîí-

íûé ðåæèì ðàáîòû âòîðîãî ãåíåðàòîðà. Ó÷àñòîê ãðàíèöû γ1=1, çàêëþ÷åííûé ìåæäó

òî÷êàìè A è C, à òàêæå ÷àñòü ãðàíèöû γ1=−1 ìåæäó òî÷êàìè B è D ñîîòâåòñòâó-

þò ïåðåõîäó àíñàìáëÿ îò ãëîáàëüíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà ê ãëîáàëüíîìó ðåæèìó

áèåíèé - ðåæèìó ïðè êîòîðîì îáà ãåíåðàòîðà ôóíêöèîíèðóþò â ðåæèìå áèåíèé. Ãëî-

áàëüíîìó ðåæèìó áèåíèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè (3.3) îòâå÷àþò àòòðàêòîðû

âðàùàòåëüíîãî òèïà, îõâàòûâàþùèå òîð U0 êàê â íàïðàâëåíèè φ1, òàê è â íàïðàâ-

ëåíèè φ2. Òàêèå äâèæåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ÷èñëîì âðàùåíèÿ µ [56] (µ̸=0, µ̸=∞),

êîòîðîå ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ðàöèîíàëüíûå òàê è èððàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Âûõîä èç îáëàñòè D10 ñ ðîñòîì (óáûâàíèåì) ïàðàìåòðà γ2 ñîïðîâîæäàåòñÿ áè-

ôóðêàöèåé äâîéíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé èñ÷åçàþò ïðåäåëüíûå

öèêëû L10 è Γ10, à ñèñòåìà (3.3) ïåðåõîäèò íà âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùèå ãëîáàëüíîìó ðåæèìó áèåíèé.

Ïðè âûõîäå èç îáëàñòè DS ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà γ2 â ñëó÷àå δ>0 ñîïðîâîæ-

äàåòñÿ èñ÷åçíîâåíèåì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O1 è O2, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ðîæäåíèþ

óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà L01, îõâàòûâàþùåãî òîð U0 òîëüêî â íàïðàâëåíèè

φ2 (ðèñ.3.2á). Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòü ýòîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

êîîðäèíàòà φ1 èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà ýòîì öèêëå íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ïîýòîìó öèêë L01 ïðè κ=0 îòâå÷àåò ðåæèìó ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè àíñàìáëÿ,
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êîãäà ïåðâûé ãåíåðàòîð àíñàìáëÿ ôóíêöèîíèðóåò â ðåæèìå ñèíõðîíèçàöèè, à âòî-

ðîé â ðåæèìå áèåíèé. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà γ2 ïðèâîäèò ê

èñ÷åçíîâåíèþ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O3, O4 è ðîæäåíèþ íåóñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî

ïðåäåëüíîãî öèêëà Γ01 (ðèñ.3.2ã). Ýòà áèôóðêàöèÿ íå ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííûì èç-

ìåíåíèÿì êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè àíñàìáëÿ. Âûõîä èç îáëàñòè D01 ñóùåñòâîâàíèÿ

ïðåäåëüíîãî öèêëà L01 ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà γ1 ñâÿçàí ñ êàñàòåëüíîé áèôóðêà-

öèåé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé öèêëû L01 è Γ01 èñ÷åçàþò è ñèñòåìà (3.3) ïåðåõîäèò íà

ðåæèì áèåíèé.

Ýâîëþöèþ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ àíñàìáëÿ â ñëó÷àå δ<0 ëåãêî ïîëó÷èòü èç ñöå-

íàðèåâ ðàññìîòðåííûõ âûøå, èñïîëüçóÿ çàìåíó Z2. Çäåñü, ïðè âûõîäå èç îáëàñòè DS

ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà γ2 ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ èñ÷åçíîâåíèÿ ñîñòîÿíèé

ðàâíîâåñèÿ O3, O4, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ðîæäåíèþ íåóñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî ïðå-

äåëüíîãî öèêëà Γ01 (ðèñ.3.2á). Ýòà áèôóðêàöèÿ íå âûâîäèò àíñàìáëü èç îáëàñòè DS:

îáà ãåíåðàòîðà ïðîäîëæàþò ðàáîòàòü â ñèíõðîííîì ðåæèìå. Äàëåå ñëåäóåò áèôóðêà-

öèÿ èñ÷åçíîâåíèå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O1, O2 è ðîæäåíèå óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî

öèêëà L01. Òåïåðü äèíàìèêà àíñàìáëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôàçîâûì ïîðòðåòîì, ïðåäñòàâ-

ëåííûì íà ðèñ.3.2ã, ïðè êîòîðîì, ïåðâûé ãåíåðàòîð íàõîäèòñÿ â ñèíõðîííîì ðåæèìå,

à âòîðîé ãåíåðàòîð ðàáîòàåò â ðåæèìå áèåíèé.

3.4 Êà÷åñòâåííûå ñòðóêòóðû è áèôóðêàöèè ìîäåëè

àíñàìáëÿ ñ âçàèìíûìè ñâÿçÿìè

Â ñèëó ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòè èññëåäîâàíèå äâèæåíèé ìîäåëè (3.3) ïðè κ ̸= 0

è δ ̸= 0 ïðèâîäèëîñü ÷èñëåííî [13], ïóòåì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó κ óñòàíîâëåí-

íûõ ðàíåå äëÿ ñëó÷àÿ κ=0 ñòðóêòóð. Ïðè ýòîì îòäåëüíî áûëè ðàññìîòðåíû ñëó÷àè

ïîëîæèòåëüíûõ (δ> 0, κ> 0) è îòðèöàòåëüíûõ (δ< 0, κ< 0) ñâÿçåé, à òàêæå ñëó÷àé,

êîãäà δ · κ< 0.

Ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíûõ ñâÿçåé κ > 0, δ > 0

Çàôèêñèðóåì ñèëó ñâÿçè δ íà óðîâíå δ = 0.5 è ðàññìîòðèì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðè-

÷åñêîãî ïîðòðåòà (γ1, γ2) ñèñòåìû (3.3), îáóñëîâëåííûå ââåäåíèåì �îáðàòíîé� ñâÿçè

κ è äàëüíåéøåì åå óâåëè÷åíèåì. Äèíàìèêó ìîäåëè (3.3) ïðè ñëàáîé ïîëîæèòåëüíîé

ñâÿçè κ=0.1 õàðàêòåðèçóåò ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ.3.6à.

Ëèíèè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ.3.6à îãðàíè÷èâàþò îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ñ ðàçëè÷íûì äè-

íàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì è ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì áèôóðêàöèÿì ìîäåëè (3.3):

ëèíèÿ 1 � êðèâàÿ èñ÷åçíîâåíèÿ (ðîæäåíèÿ) ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿO1 èO2 (ðèñ.3.2à);

ëèíèÿ 2 � êðèâàÿ èñ÷åçíîâåíèÿ (ðîæäåíèÿ) ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O1 è O4;
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(à)

(á) (â)

(ã) (ä)

Ðèñ. 3.6: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ìîäåëè (3.3) ïðè

δ=0.5, κ=0.1 (à), 0.45 (á), 0.7 (â), 1.8 (ã), δ=1.5, κ=1.8 (ä)
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ëèíèÿ 3 � êðèâàÿ èñ÷åçíîâåíèÿ (ðîæäåíèÿ) ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O3 è O2(O4);

ëèíèÿ 4 � ëèíèÿ, ñîñòàâëåíà èç áèôóðêàöèîííîé êðèâîé l10 ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåä-

ëà O2, îõâàòûâàþùåé ôàçîâûé òîð U0 â íàïðàâëåíèè φ1, è áèôóðêàöèîííîé êðèâîé

c10, îòâå÷àþùåé îáðàçîâàíèþ äâîéíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè ñëèÿíèè ïðåäåëüíûõ

öèêëîâ L10 è Γ10 (ðèñ.3.2ä). Êðèâûå l10 è c10 ñìûêàþòñÿ â òî÷êå a, êîòîðàÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò îáðàùåíèþ â íîëü ñåäëîâîé âåëè÷èíû σ2. Ñëåâà îò òî÷êè a ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà

σ2 < 0, çäåñü ïðè ïåðåñå÷åíèè íà êðèâîé l10 ñâåðõó âíèç â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U0

ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë L10. Ñïðàâà îò òî÷êè a ñåäëîâàÿ âåëè÷è-

íà σ2 > 0, ïîýòîìó ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòîãî ó÷àñòêà êðèâîé l10 ñíèçó ââåðõ â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå ðîæäàåòñÿ íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë Γ10 (ó÷àñòîê êðèâîé l10, ãäå

σ2 > 0, ïðîâåäåí ïóíêòèðíîé ëèíèåé);

ñòðóêòóðà ëèíèè 5, àíàëîãè÷íà ñòðóêòóðå ëèíèè 4. Ëèíèÿ 5 ñîñòîèò èç ÷àñòè

áèôóðêàöèîííîé êðèâîé l01 ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëà O4, îõâàòûâàþùåé òîð U0 â íà-

ïðàâëåíèè φ2 (÷àñòè êðèâîé l01, ãäå σ4 < 0), è êðèâîé c01 äâîéíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà,

îáðàçîâàííîãî èç öèêëîâ L01 è Γ01(ðèñ.3.2ä).

Êðèâûå 1�5 ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü (γ1, γ2) íà îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì

ïîâåäåíèåì. Îáëàñòü DS, îãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿìè 1 è 2, ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çàõâàòà â

ñèíõðîííûé ðåæèì. Çäåñü ñèñòåìà (3.3) èìååò ôàçîâûé ïîðòðåò, ïðåäñòàâëåííûé íà

ðèñ.3.2à, íà êîòîðîì åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1.

Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè D10 åäèíñòâåííûì ïðèòÿãèâàþùèì ýëåìåí-

òîì íà òîðå U0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë L10. Îí îïðåäåëÿåò ðåæèì áèåíèé ïåðâîãî

ãåíåðàòîðà è êâàçèñèíõðîííûé ðåæèì âòîðîãî ãåíåðàòîðà. Â îáëàñòè D01 åäèíñòâåí-

íûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû (3.3) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë L01. Òåïåðü, â îòëè÷èè

îò ñëó÷àÿ κ=0, ïðåäåëüíûé öèêë L01 èìååò îòêëîíåíèÿ ïî êîîðäèíàòå φ1, ÷òî ñîîò-

âåòñòâóåò óñòàíîâëåíèþ êâàçèñèíõðîííûõ êîëåáàíèé íà âûõîäå ïåðâîãî ãåíåðàòîðà.

Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà κ ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì êîë-

ëåêòèâíîé äèíàìèêè àíñàìáëÿ. Ñâÿçàíû îíè ñ ñóïåðêðèòè÷åñêîé áèôóðêàöèåé ñî-

ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1, ïðè êîòîðîé ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1 ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-

âûì, à â åãî îêðåñòíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ äâà óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O4 è

O5 (ðèñ.3.2æ). Òàêèì îáðàçîì óâåëè÷åíèå ñèëû ñâÿçè κ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñèí-

õðîííûé ðåæèì I1 ðàçâàëèâàåòñÿ íà äâà I11 è I12, îïðåäåëÿåìûå óñòîé÷èâûìè ñîñòî-

ÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ O4 è O5 ñîîòâåòñòâåííî. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2) ñóïåð-

êðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà êðèâîé 1 ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êà, â êîòî-

ðîé îíà ïåðåêðó÷èâàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ îáëàñòü DS2 òðåóãîëüíîé ôîðìû

(ðèñ.3.6á), ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç êîòîðîé ìîäåëü (3.3) èìååò äâà óñòîé÷èâûõ

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðèñ.3.2æ). Îáëàñòü DS2 îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè 1, 1′ è 1′′. Çäåñü

êðèâàÿ 1′ ñîîòâåòñòâóåò ñëèÿíèþ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O1 è O6, êðèâàÿ 1′′ ñëèÿíèþ

ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O1 è O5, à ó÷àñòîê êðèâîé 1, îãðàíè÷èâàþùèé DS2, òåïåðü
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îòâå÷àåò ñëèÿíèþ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O5 è O2.

Ïîñëåäóþùåå óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà κ ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ îáëàñòè DS2, ïðè-

÷åì ýòî ðàñøèðåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî â ñòîðîíó íóëåâûõ íà÷àëü-

íûõ ðàññòðîåê è çàõâàòûâàåò îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ γ1 è γ2. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî, âî-ïåðâûõ, â êà÷åñòâå ãðàíèöû îáëàñòè DS2, ìîæåò âûñòóïàòü êðèâàÿ 2, à âî-

âòîðûõ, åñëè â ìîìåíò çàðîæäåíèÿ DS2 = D−
S2 ∪ D

+
S2 ñîñòîÿëà èç äâóõ ïîäîáëàñòåé

(îäíà ïîäîáëàñòü D+
S2 ïîÿâëÿåòñÿ ïðè γ1 > 0, γ2 > 0, äðóãàÿ D−

S2� ïðè γ1 < 0, γ2 < 0

), òî ïðè óâåëè÷åíèå κ ïîäîáëàñòè DS2− è D+
S2 îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó (ðèñ.3.6â). Òå-

ïåðü ó÷àñòîê êðèâîé 2, îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü DS2, îòâå÷àåò ñëèÿíèþ ñîñòîÿíèé

ðàâíîâåñèÿ O5 è O4. Åñëè ïðîäîëæàòü óâåëè÷èâàòü ñèëó ñâÿçè κ òî îáëàñòü DS2

èñ÷åçàåò (ðèñ.3.6ã) è ñòðóêòóðà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíò-

íà ñòðóêòóðå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà ïðè ñëàáûõ ñâÿçÿõ. Èç ïðåäñòàâëåííûõ

ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ κ ∈ (κ1, κ2), ãäå äèíàìèêà àí-

ñàìáëÿ êà÷åñòâåííî èçìåíÿåòñÿ - îíà äåìîíñòðèðóåò áèñòàáèëüíîå ñèíõðîííîå ïîâå-

äåíèå. Íà ðèñ.3.6ä ïðåäñòàâëåí ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû â ñëó÷àå ñèëüíûõ

(κ > 1, δ > 1) ïîëîæèòåëüíûõ âçàèìíûõ ñâÿçåé. Íà ýòîì ïîðòðåòå, òàêæå ïðèñóò-

ñòâóåò îáëàñòü áèñòàáèëüíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà DS2. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì,

÷òî íàëè÷èå îáëàñòè DS2, çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíûõ ñâÿçåé κ è δ.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå ñâÿçè κ>0, ïðèâîäèò, âî-ïåðâûõ, ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ

äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ óïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ: áèñòàáèëüíîãî ñèíõðîííîãî ðå-

æèìà, êâàçèñèíõðîííîãî ðåæèìà ó ïåðâîãî ãåíåðàòîðà. Ïðè÷åì, êâàçèñèíõðîííûå

êîëåáàíèÿ íà âûõîäå ïåðâîãî ãåíåðàòîðà, ïîÿâëÿþòñÿ ìÿãêî è íå ñîïðîâîæäàþòñÿ

áèôóðêàöèÿìè îñîáûõ òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Âî-âòîðûõ, ââåäåíèå ïî-

ëîæèòåëüíûõ κ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îáëàñòè ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè DS, çà

ñ÷åò ñóæåíèÿ ïîëîñû ñèíõðîíèçàöèè ïåðâîãî ãåíåðàòîðà.

Ñëó÷àé îòðèöàòåëüíûõ ñâÿçåé κ < 0, δ < 0

Ñòðóêòóðó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2) ñèñòå-

ìû (3.3) â ñëó÷àå δ < 0, κ < 0 íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç ñòðóêòóð óñòàíîâëåííûõ âûøå,

èñïîëüçóÿ çàìåíó Z2. Çàìåíà Z2 äåëàåò óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1, O5 è

ïðåäåëüíûå öèêëû L01, L10 íåóñòîé÷èâûìè, à íåóñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

O3 è ïðåäåëüíûå öèêëû Γ01, Γ10 óñòîé÷èâûìè. Ýòà çàìåíà ïðèâîäèò òàêæå ê ñìåíå

çíàêà ñåäëîâîé âåëè÷èíû íà áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ, îòâå÷àþùèõ îáðàçîâàíèþ ãî-

ìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ÷òî îòðàæàåòñÿ íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ

êâàçèñèíõðîííûõ ðåæèìîâ D01 è D10. Òåïåðü îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèñèíõðîí-

íûõ äâèæåíèé óçêèìè êëþâàìè ïðîíèêàþò â îáëàñòü DS, ïîðîæäàÿ ÿâëåíèå áèñòà-

áèëüíîñòè. Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ DS ∩D10 èëè DS ∩D01 â àíñàìáëå â çàâèñèìîñòè
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Ðèñ. 3.7: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ìîäåëè (3.3) ïðè δ=

=− 0.5, κ=− 0.7

îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåàëèçóåòñÿ ëèáî ãëîáàëüíûé ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè, ëèáî

ðåæèì ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè, ïðè êîòîðîì îäèí èç ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ

ôóíêöèîíèðóåò â êâàçèñèíõðîííîì ðåæèìå, à äðóãîé � â ðåæèìå áèåíèé.

Ðåçóëüòàò ââåäåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ñâÿçåé äåìîíñòðèðóåò áèôóðêàöèîííàÿ äèà-

ãðàììà äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ìîäåëè (3.3), ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ.3.7. Çäåñü îá-

ëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà DS îãðàíè÷åíà êðèâîé 3, îáëàñòü áèñòà-

áèëüíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà DS2 îòñóòñòâóåò. Îáëàñòè êâàçèñèíõðîííûõ ðåæèìîâ

D01 è D10, êàê è ðàíåå (â ñëó÷àå δ > 0, κ > 0) îãðàíè÷åíû êðèâûìè c01 è c10, îò-

âå÷àþùèìè êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè - ýòè ó÷àñòêè ãðàíèöû îñòàåòñÿ íåèçìåííûìè,

è êðèâûìè l01 è l10, ñîîòâåòñòâóþùèìè îáðàçîâàíèþ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé

ñåäëîâîãî (ñåäëî-óçëîâîãî) ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O3. Òàê êàê îáëàñòè áèñòàáèëüíî-

ãî ïîâåäåíèÿ î÷åíü óçêèå, òî îíè êà÷åñòâåííî èçîáðàæåíû íà óâåëè÷åííîì ôðàãìåí-

òå â âèäå îáëàñòåé ñî øòðèõîâêîé. Ïóíêòèðíûå ëèíèè, ïðîõîäÿùèå âíóòðè îáëàñòè

DS, òåïåðü îòâå÷àþò çà ðîæäåíèå íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíûõ

öèêëîâ, êîòîðûå íå îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû àíñàìáëÿ.

Äèíàìèêà àíñàìáëÿ â ñëó÷àå κ · δ < 0

Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíèòñÿ äèíàìèêà àíñàìáëÿ ñ îäíîíàïðàâëåííîé ïîëîæèòåëüíîé

ñâÿçüþ, íàïðèìåð δ>0, ïðè ââåäåíèè ñëàáîé îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè κ<0.

Ýòîò ñëó÷àé èëëþñòðèðóåò áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ íà

ðèñ.3.8, ïîñòðîåííàÿ äëÿ çíà÷åíèé κ=− 0.1, δ=0.5.

Ïðè ââåäåíèè ñëàáîé îòðèöàòåëüíîé ñâÿçè ïåðâûé ãåíåðàòîð àíñàìáëÿ ïðèîáðå-

òàåò ñâîéñòâà ãåíåðàòîðà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì îòðèöàòåëüíîé ñâÿçè, âòîðîé

æå ãåíåðàòîð ñîõðàíÿåò ñâîéñòâà ãåíåðàòîðà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì îäíîíà-
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Ðèñ. 3.8: Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (3.3) ïðè κ=− 0.1, δ=0.5

ïðàâëåííîé ïîëîæèòåëüíîé ñâÿçè. Ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2) â èíòåð-

âàëå ìàëûõ γ1 íàñëåäóåò ñòðóêòóðó ðàçáèåíèÿ â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ ñâÿçåé ("ïî-

ëîæèòåëüíàÿ"ñòðóêòóðà), à â èíòåðâàëå ìàëûõ γ2 � ñòðóêòóðó ðàçáèåíèÿ â ñëó÷àå

îòðèöàòåëüíûõ ñâÿçåé ("îòðèöàòåëüíàÿ"ñòðóêòóðà). Íîâûå ÿâëåíèÿ â ìîäåëè (3.3)

âîçíèêàþò íà ãðàíèöå ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ñòðóêòóð. Íà ðèñ.3.8 îáëà-

ñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ âûäåëåíû øòðèõ ïóíêòèðíîé ëèíèåé, à

ñòðóêòóðà îäíîé èç âûäåëåííûõ îáëàñòåé êà÷åñòâåííî ïðåäñòàâëåíà íà ôðàãìåíòå.

Çäåñü ïîÿâèëèñü íîâûå áèôóðêàöèîííûå êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ ââåäåíû ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ: h0 - áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ ñìåíû óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

O1, ÷åðåç áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà; l0 - áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ îáðàçîâàíèþ ïåòëè ñåïàðàòðèñ 1-ãî ðîäà ñåäëà O4 (ïåòëè íå îõâàòûâàþùåé

òîð U0 íè ïî îäíîé èç ôàçîâûõ êîîðäèíàò); c0 - áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ äâîéíîãî

ïðåäåëüíîãî öèêëà 1-ãî ðîäà, à òàêæå òî÷êè N1, N2, ãäå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1

èìååò íóëåâûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè, è òî÷êà b ∈ h0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðà-

ùåíèþ â íîëü ïåðâîé ëÿïóíîâñêîé âåëè÷èíû L1. Òî÷êà N1 äåëèò ëèíèþ 3 íà äâà

ó÷àñòêà: ó÷àñòîê ðàñïîëîæåííûé âûøå òî÷êè N1 (íà ðèñ.3.8 ýòîò ó÷àñòîê âûäåëåí

ïóíêòèðíîé ëèíèåé) ñîîòâåòñòâóåò ñëèÿíèþ è èñ÷åçíîâåíèþ (ðîæäåíèþ) íåóñòîé÷è-

âûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, à íà ó÷àñòêå ðàñïîëîæåííîì íèæå òî÷êè N1 èñ÷åçíîâåíèå

óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òî÷êà N2, ëåæàùàÿ íà ëèíèè 1, àíàëîãè÷íà òî÷êå

N1. Çäåñü ó÷àñòîê ëèíèè 1, ðàñïîëîæåííûé ñëåâà îò òî÷êè N2, ñîîòâåòñòâóåò ðîæäå-

íèþ óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à ó÷àñòîê ñïðàâà � ñîîòâåòñòâóåò ðîæäåíèþ

íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Òî÷êè N1 è N2 ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè òî÷êàìè

áèôóðêàöèîííîé êðèâîé h0.

Â ñëó÷àå ñâÿçåé ðàçíûõ çíàêîâ íàðóøåíèå ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ãåíåðàòî-

ðîâ àíñàìáëÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü íå òîëüêî â ðåçóëüòàòå èñ÷åçíîâåíèÿ óñòîé÷èâûõ
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ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, íî è çà ñ÷åò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíî-

âåñèÿ. Ïðè÷åì ñìåíà óñòîé÷èâîñòè ìîæåò ïðîèñõîäèòü êàê ìÿãêî, òàê è æåñòêî.

Ñïðàâà îò òî÷êè b ñìåíà óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 ïðîèñõîäèò ìÿã-

êî, òàê êàê çäåñü L1 < 0, à ó÷àñòîê êðèâîé h0 ÿâëÿåòñÿ áåçîïàñíîé ãðàíèöåé. Ïðè

ïåðåñå÷åíèè h0 ñíèçó ââåðõ íà ó÷àñòêå, ðàñïîëîæåííîì ëåâåå òî÷êè b, ñìåíà óñòîé÷è-

âîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîæäåíèåì óñòîé÷èâîãî êîëåáàòåëü-

íîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà L0 ìàëîé àìïëèòóäû. Äëÿ ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ, ðîæäå-

íèå öèêëà L0 ñîîòâåòñòâóþ òîìó, ÷òî àíñàìáëü èç ãëîáàëüíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà

ìÿãêî ïåðåõîäèò â ãëîáàëüíûé êâàçèñèíõðîííûé ðåæèì. Äàëåå ïðè èçìåíåíèè ïà-

ðàìåòðîâ è ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò h0 àìïëèòóäà ïðåäåëüíîãî öèêëà L0 ðàñòåò. Ïðè

ïåðåñå÷åíèè êðèâîé l0 öèêë L0 âëèïàåò â ïåòëþ ñåïàðàòðèñ ñåäëà O4 è èñ÷åçàåò, ñè-

ñòåìà (3.3) ïåðåõîäèò íà âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ, ãåíåðàòîðû àíñàìáëÿ ñðûâàþòñÿ

íà ðåæèì áèåíèé.

Ñëåâà îò òî÷êè b êðèâàÿ h0 ÿâëÿåòñÿ îïàñíîé ãðàíèöåé. Çäåñü ñìåíå óñòîé÷èâîñòè

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 ïðåäøåñòâóåò äâå áèôóðêàöèè. Ñíà÷àëà ïðè ïåðåñå÷åíèè

êðèâîé c0 â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè íà ôàçîâîì òîðå U0 ðîæäàþòñÿ

óñòîé÷èâûé L0 è íåóñòîé÷èâûé Γ0 êîëåáàòåëüíûå ïðåäåëüíûå öèêëû. Äàëåå ïðè ïå-

ðåñå÷åíèè ëèíèè l0 ïðåäåëüíûé öèêë L0 èñ÷åçàåò, âëèïàÿ â ïåòëþ ñåïàðàòðèñ ñåäëà

O4, à íåóñòîé÷èâûé Γ0 ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó O1 (íà êðèâîé h0). Â ðåçóëüòàòå áèôóðêà-

öèè Àíäðîíîâà-Õîïôà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, ñèñòåìà (3.3)

ïåðåõîäèò íà âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ, ãåíåðàòîðû àíñàìáëÿ ñðûâàþòñÿ íà ðåæèì

áèåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ââåäåíèå ñëàáîé îòðèöàòåëüíîé ñâÿçè

â àíñàìáëü ñ îäíîíàïðàâëåííîé ïîëîæèòåëüíîé ñâÿçüþ ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ íîâîãî

äèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà - ãëîáàëüíîãî ðåæèìà êâàçèñèíõðîíèçàöèè. Ðåæèì êâàçèñèí-

õðîíèçàöèè èìååò ìåñòî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè D0, êîòîðàÿ îãðàíè-

÷åíà áèôóðêàöèîííûìè êðèâûìè Àíäðîíîâà-Õîïôà, îáðàçîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé

òðàåêòîðèè 1-ãî ðîäà, êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòè áèôóðêàöèè

ïðîèñõîäÿò ïðè íàëè÷èè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (3.3) âðàùàòåëüíûõ äâè-

æåíèé, ò.å. â îáëàñòè D0 ìîäåëü (3.3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìóëüòèñòàáèëüíîñòè. Äëÿ

ñëó÷àÿ κ=−0.1, δ=0.5 ãðàíèöà ìåæäó ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ñòðóêòóðàìè

â îáëàñòè γ1 < 0 óñòðîåíà òàê æå êàê è ïðè γ1 > 0.
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Ãëàâà 4

Ñèñòåìû ÔÀÏ, îáúåäèíåíûå â êîëüöî

4.1 Ñõåìà è ìîäåëè

Êîëüöåâîå îáúåäèíåíèå ãåíåðàòîðîâ â àíñàìáëü àíàëîãè÷íî êàñêàäíîìó [?] � â îáî-

èõ ñëó÷àÿõ ñèãíàë ñ âûõîäà îäíîé ñèñòåìû ÔÀÏ ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì (îïîðíûì) äëÿ

äðóãîé, îäíàêî â êîëüöå, â ñèëó òîãî, ÷òî ñèãíàë ñ ¾ïîñëåäíåé¿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

îïîðíûì äëÿ ¾ïåðâîé¿, ãäå ïîíÿòèÿ ¾ïåðâîé¿ è ¾ïîñëåäíåé¿ âåñüìà óñëîâíî, òî è

¾îïîðíûé ñèãíàë¿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå óñëîâíûì, ò.å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè êîëüöåâîì

ñîåäèíåíèè ÔÀÏ îïîðíûé ñèãíàë îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó, ïðè íàïèñàíèè äèíàìè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé àíñàìáëÿ ñ êîëüöåâûì òèïîì îáúåäèíåíèÿ, óäîáíî íå ïðèâÿçûâàòü-

ñÿ ê êàêîìó ëèáî îïîðíîìó ñèãíàëó, à ïðåäñòàâëÿòü ýòè óðàâíåíèÿ â ïåðåìåííûõ

ðàçíîñòè ôàç êîëåáàíèé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ.

Ðèñ. 4.1: Ñõåìà êîëüöåâîãî ñîåäèíåíèÿ ôàçîóïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ.

Íàðÿäó ñ îñíîâíûìè ñâÿçÿìè â àíñàìáëå îðãàíèçîâàíû äîïîëíèòåëüíûå ñâÿçè
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â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ÷åðåç ñèãíàëû ôàçîâûõ ðàññîãëàñîâàíèé � ñèãíàë ñ âûõî-

äà ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà ÔÀÏi c âåñîâûì êîýôôèöèåíòîì κi ïîäàåòñÿ â öåïü

óïðàâëåíèÿ ÔÀÏi−1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè êîëüöà èç n ñèñòåì ÔÀÏ c äîïîëíèòåëü-

íûìè ëîêàëüíûìè ñâÿçÿìè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèìè ñèìâîëè÷åñêèìè

óðàâíåíèÿìè äëÿ ôàç êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîâ [?,?]:

pθi = ωi − ΩiKi(p)[F (θi − θi−1) + κi+1F (θi+1 − θi)], (4.1)

èëè ðàçíîñòè ôàç êîëåáàíèé ñîñåäíèõ ãåíåðàòîðîâ:

pφi

Ω1

=
ωi − ωi−1

Ω1

− biKi(p)[F (φi) + κi+1F (φi+1)] (4.2)

+ bi−1Ki−1(p)[F (φi−1) + κiF (φi)].

Çäåñü i = 1, n, i=0=n, i=n + 1=1, p≡d/dt � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, θi è ωi�

ôàçà è ñâîáîäíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé i-ãî ãåíåðàòîðà,φi(t) = θi(t) − θi−1(t), Ki(p) �

îïåðàòîðíûé êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ôèëüòðà â öåïè óïðàâëåíèÿ i-ãî ãåíåðàòîðà, Ωi

� ìàêñèìàëüíàÿ ðàññòðîéêà ÷àñòîò, êîòîðóþ ñïîñîáíà ñêîìïåíñèðîâàòü öåïü óïðàâ-

ëåíèÿ ÔÀÏi, bi = Ωi/Ω1, F (φi) � íîðìèðîâàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôàçîâûõ äèñêðè-

ìèíàòîðîâ, κi � ïàðàìåòðû äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé. Â ìîäåëè (4.2) óñëîâèÿ êîëüöà

ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü ìîäåëè íà åäèíèöó.

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè êîëüöà äëÿ ðàçíîñòè ôàç êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî ¾ïåðâîãî¿

ãåíåðàòîðà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

pψi

Ω1

=
ωi − ω1

Ω1

− biKi(p)[F (ψi − ψi−1) + κi+1F (ψi+1 − ψi)] (4.3)

+K1(p)[κ2F (ψi−1)− F (ψi)].

ãäå ψi = θi−θ1 � ðàçíîñòü ôàç ìåæäó ýëåìåíòîì ÔÀÏi è ïåðâûì ýëåìåíòîì àíñàìáëÿ.

Êîíêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè â óðàâíåíèÿõ

(4.2) èëè (4.3) îïåðàòîðîâ Ki(p) ôóíêöèé F (φi). Åñëè Ki(p) = (1 + Tip)
−1, F (φi) =

sinφi, òî èç (4.2) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

dφi

dτ
= yi,

dyi
dτ

= zi (4.4)

εiεi−1
dzi
dτ

= γi − yi − (εi + εi−1)zi + bi−1 sinφi−1 − (bi − bi−1κi) sinφi +

+ biκi+1 sinφi+1 + bi−1εi cosφi−1yi−1 +

+ (biεi−1 + bi−1εiκi) cosφiyi + biεi−1κi+1 cosφi+1yi+1,

îïðåäåëåííàÿ â 3N �ìåðíîì öèëèíäðè÷åñêîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Vc : {φi(mod2π),

yi, zi, i = 1, N}, ñîäåðæàùèì N öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Íàëè÷èå â ìàòåìàòè÷åñêîé
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ìîäåëè (4.4) öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò φi ïðèâîäèò ê ðàçíîîáðàçèþ àòòðàêòîðîâ â ôà-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå [46], ÷òî îáóñëàâëèâàåò øèðîêèé íàáîð äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ

àíñàìáëÿ. Ïðè÷åì, áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ â ïåðâóþ î÷åðåäü

îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì N ýëåìåíòîâ â àíñàìáëå è ìàëî çàâèñèò îò ñëîæíîñòè ôèëüòðîâ

â öåïÿõ óïðàâëåíèÿ ïàðöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Äàëåå îñòàíîâèìñÿ íà êëàññèôèêàöèè

äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ êîëüöåâûõ ñîåäèíåíèé, ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëè (4.4).

4.2 Êëàññèôèêàöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ

Êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ êîëüöåâûõ ñîåäèíåíèé, ïðèìåíèòåëüíî ê ìî-

äåëè (4.4), îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òèïó àòòðàêòîðà â ñîîòâåòñòâóþùåì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå Vc. Â ïðèíöèïèàëüíîì ïëàíå ìîæíî âûäåëèòü ïÿòü âèäîâ äèíàìè÷åñêèõ

ðåæèìîâ: ãëîáàëüíîé èëè ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè, ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè,

êëàñòåðíîé èëè ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè, êëàñòåðíîé ñèíõðîíèçàöèè, ðåæèì áèå-

íèé [?,?].

• Ðåæèì ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ, ïðè êîòîðîì ÷àñòîòû

êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîâ ðàâíû, à èõ ôàçû îòëè÷àþòñÿ íà íåêîòîðûå âåëè÷èíû.

Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (4.4) ðåæèìó ñèíõðîíèçàöèè

ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âåëè÷èíû ðàññîãëàñîâàíèÿ

êîëåáàíèé ïî ôàçå, õàðàêòåðèçóþò öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ φ∗
1, φ

∗
2, ..., φn = −

∑n−1
i=1 φi. Çíà÷åíèÿ φ∗

i îïðåäåëÿþò ôàçîâûå îøèáêè

ðåæèìà ñèíõðîíèçàöèè.

• Ðåæèì ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè, ïðè êîòîðîì ÷àñòîòû êîëåáàíèé ãåíå-

ðàòîðîâ àíñàìáëÿ ðàçëè÷àþòñÿ, íî ðàâíû íóëþ óñðåäíåííûå ðàçíîñòè ÷àñòîò

êîëåáàíèé ëþáûõ ãåíåðàòîðîâ (< y1 >= < y2 > = ... < yn−1 >= 0, < yn >=<

y1 > + < y2 > +...+< yn−1 > = 0). Êîëåáàòåëüíûå àòòðàêòîðû ìîäåëè (4.4), ÿâ-

ëÿþùèåñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îáðàçîì òàêîãî ðåæèìà, ìîãóò áûòü ðåãóëÿðíûìè

(ïðåäåëüíûå öèêëû), êâàçèðåãóëÿðíûìè (èíâàðèàíòíûå òîðû) è õàîòè÷åñêè-

ìè. Ïîýòîìó ðåæèìû ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè ìîãóò ïîäðàçäåëÿòüñÿ

íà ðåãóëÿðíûå, êâàçèðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå ðåæèìû ãëîáàëüíîé êâàçèñèí-

õðîííèçàöè.

• Ðåæèì ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ, êîòîðûé õàðàê-

òåðèçóåòñÿ îáðàùåíèåì â íîëü óñðåäíåííûõ ðàçíîñòåé ÷àñòîò êîëåáàíèé îòäåëü-

íûõ ïàð ãåíåðàòîðîâ (< yi >=0). Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå òàêîìó ðåæèìó ñî-

îòâåòñòâóþò àòòðàêòîðû, îãðàíè÷åííûé ïî ôàçîâîé êîîðäèíàòå (êîîðäèíàòàì)

φi. Àíàëîãè÷íî ðåæèìó ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè ðåæèìû ÷àñòè÷íîé
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êâàçèñèíõðîíèçàöèè ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ðåãóëÿðíûå, êâàçèðåãóëÿðíûå è õàî-

òè÷åñêèå ðåæèìû ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè.

• Ðåæèìû áèåíèé, ïðè êîòîðûõ âñå ðàçíîñòè ôàç ìåæäó ãåíåðàòîðàìè àíñàì-

áëÿ íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàåò ëèáî óáûâàåò. Ýòèì ðåæèìàì â ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþò âðàùàòåëüíûå è êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûå àòòðàê-

òîðû, íåîãðàíè÷åííûå íè ïî îäíîé èç ôàçîâûõ êîîðäèíàò φi. Âðàùàòåëüíûå è

êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûå àòòðàêòîðû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òåì, ÷òî íà

âðàùàòåëüíûõ àòòàðêòîðàõ êîîðäèíàòà φi íàðàñòàåò (óáûâàåò) ïîñòîÿííî, à íà

êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ äàííûé ïðîöåññ ñîäåðæèò êîëåáàòåëüíûå ñòàäèè.

Òàê æå êàê è ðåæèìû ãëîáàëüíîé è ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè ðåæèìû

áèåíèé ìîãóò áûòü ðåãóëÿðíûìè è õàîòè÷åñêèìè.

• Ðåæèì ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ, ïðè êîòîðîì ÷àñòîòû

êîëåáàíèé îòäåëüíûõ ãåíåðàòîðîâ ðàâíû, ò.å. ðàçíîñòü ÷àñòîò yi,j = d(θi−θj)/dt
ðàâíû íóëþ, ãäå i è j íîìåðà ñèíõðîíèçîâàííûõ ìåæäó ñîáîé ãåíåðàòîðîâ àí-

ñàìáëÿ. Îáðàçàìè ýòèõ ðåæèìîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûå (ïðåäåëüíûå öèêëû), êâàçèðåãóëÿðíûå (èíâàðèàíò-

íûå òîðû) èëè õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû ñ îïðåäåëåííîé òîïîëîãèåé. Òîïîëîãèÿ

àòòðàêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåæèìó ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè, õàðàêòåðè-

çóåòñÿ íàëè÷èåì èíäåêñîâ i è j òàêèõ, ÷òî íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà yi,j, îòðàæàþùàÿ

ðàçíîñòü ÷àñòîò êîëåáàíèé i-ãî è j-ãî ãåíåðàòîðîâ, ðàâíà íåêîòîðîé êîíñòàíòå,

â ÷àñòíîñòè íóëþ.

Îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîãî àíñàìáëÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàçíîñòü ÷àñòîò yn

êîëåáàíèé ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ãåíåðàòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì yn = −y1−y2−
... − yn−1, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî óñðåäíåííàÿ ðàçíîñòü ÷àñòîò <y3>= − (<y1> +

<y2> + ... + <yn−1>) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü ïðè íåíóëåâûõ ñðåäíèõ ðàçíîñòÿõ

÷àñòîò ãåíåðàòîðîâ. Âðàùàòåëüíûå àòòðàêòîðû ìîäåëè (4.4), íà êîòîðûõ ïåðåìåííûå

φi è âðàùàþòñÿ â ñðåäíåì ñî ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ êîìïåíñèðóåòñÿ äðóã äðóãîì, òàêæå

ñîîòâåòñòâóþò ðåæèìó ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè.

Â òðàäèöèîííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ î ñèñòåìàõ ÔÀÏ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî äèíàìè-

÷åñêîãî ðåæèìà ðàíåå ðàññìàòðèâàëñÿ ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè. Îí îáëàäàåò äâóìÿ

õàðàêòåðèñòèêàìè � âåëè÷èíîé ïîëîñû óäåðæàíèÿ ðåæèìà ñèíõðîíèçàöèè è âåëè-

÷èíîé ïîëîñû çàõâàòà â ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè. Ïîëîñà óäåðæàíèÿ ðåæèìà ñèí-

õðîíèçàöèè ñîîòâåòñòâóåò äèàïàçîíàì íà÷àëüíûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîåê γ1, ..., γn−1, â

êîòîðûõ ïðîèñõîäèò óäåðæàíèå ðåæèìà ñèíõðîíèçàöèè. Ïîä ïîëîñîé çàõâàòà â ðå-

æèì ñèíõðîíèçàöèè ïîíèìàåòñÿ îáëàñòü íà÷àëüíûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîåê γ1, ..., γn−1,

â êîòîðîé ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.
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Îáúåäèíåíèå ñèñòåì ÔÀÏ â àíñàìáëè, à òàêæå èçó÷åíèå äèíàìèêè ñèñòåì ÔÀÏ ñî

ñëîæíûìè ôèëüòðàìè îáóñëîâèëè èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ðå-

æèìîâ � êâàçèñèíõðîííûõ. Äëÿ íèõ ìîæíî ââåñòè àíàëîãè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè �

ïîëîñà çàõâàòà è ïîëîñà óäåðæàíèÿ.

4.3 Àíñàìáëü èç äâóõ ýëåìåíòîâ

Ðàññìîòðèì àíñàìáëü èç äâóõ ôàçîâûõ ñèñòåì (ðèñ.4.2) ñ ôèëüòðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà

â öåïÿõ óïðàâëåíèÿ (Ki(p) = (1+Tip)
−1, ãäå Ti � ïîñòîÿííûå âðåìåíè ôèëüòðîâ) è ñè-

íóñîèäàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ôàçîâûõ äèñêðèìèíàòîðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå èç (4.12),

ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ êîëüöà φ1= − φ2=φ, ñíà÷àëà ïîëó÷àåì ñèìâîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

äëÿ ðàçíîñòè ôàç φ = θ1 − θ2 êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ

ФД1 У1Ф1 Г1

q
1

ФАП1

q
1

ФД2 У2Ф2 Г2

q
2

ФАП2

q
1 q

2
q

2

S S

k
1

k
2

Ðèñ. 4.2: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà êîëüöåâîãî èç äâóõ ôàçîâûõ ñèñòåì.

pφ

Ω1

=
ω1 − ω2

Ω1

− [K2(p)(1− κ1)b+K1(p)(1− κ2)]F (φ), (4.5)

äàëåå, ó÷èòûâàÿ õàðàêòåðèñòèêó ôàçîâûõ äèñêðèìèíàòîðîâ è âèä ôèëüòðîâ, ïðèõî-

äèì ê ñëåäóþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå:

dφ

dτ
= y,

dy

dτ
= z,

ε1ε2
dz

dτ
= γ − [(1− κ1)b+ 1− κ2] sinφ− {1 + [ε1(1− κ1)b+ (4.6)

+ ε2(1− κ2)] cosφ}y − (ε1 + ε2)z,

ãäå τ = Ω1t � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ. Ñèñòåìà (4.6) îïðåäåëåíà â òðåõìåðíîì öèëèíäðè-

÷åñêîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U :{φ(mod2π), y, z} è øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áåç-

ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Λ:{γ=(ω2 − ω1)/Ω1, ε1=T1Ω1>0, ε2=T2Ω1>0, b=Ω2/Ω1>0, κ1,

κ2}. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû (4.6) îòíîñèòåëüíî çàìåíûΠ:(−γ,−φ,−y,−z) ⇒
(γ, φ, y, z) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü γ≥0. Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè àíñàìáëÿ ïî

ìîäåëè (4.6) âêëþ÷àåò â ñåáÿ âûÿâëåíèå âîçìîæíûõ àòòðàêòîðîâ ìîäåëè, óñòàíîâëå-

íèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ýòèìè àòòðàêòîðàìè è äèíàìè÷åñêèìè ðåæèìàìè àíñàìáëÿ,
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èçó÷åíèå áèôóðêàöèé àòòðàêòîðîâ, âûäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ îáëàñòåé

ñ ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì.

4.3.1 Ñëó÷àé ε1 + ε2 ≪ 1.

Èíåðöèîííîñòü ñèñòåì ÔÀÏ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòîÿííûìè âðåìåíè ôèëüòðîâ T1 è T2.

Åñëè T1T2≪1 ìîäåëü (4.6) èìååò ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ïðîèçâîäíîé dz/dτ . Â ýòîì

ñëó÷àå äâèæåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U ðàçäåëÿþòñÿ íà ¾áûñòðûå¿ è ¾ìåäëåí-

íûå¿. Ïîâåðõíîñòü ìåäëåííûõ äâèæåíèé Q1 : z={γ − [(1− κ1)b+ 1− κ2] sinφ− {1 +
[ε1(1 − κ1)b + ε2(1 − κ2)] cosφ}y}/(ε1 + ε2) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, ïîâåäåíèå ôàçîâûõ

òðàåêòîðèé â åå ìàëîé îêðåñòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

dφ

dτ
= y, (4.7)

(ε1 + ε2)
dy

dτ
= γ − [(1− κ1)b+ 1− κ2] sinφ− {1 + [ε1(1− κ1)b+

+ ε2(1− κ2)] cosφ}y,

çàäàííîé íà ôàçîâîì öèëèíäðå U1:{φ(mod2π), y}.
Åñëè (ε1 + ε2)≪1, òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè ìîäåëè (4.7) òàêæå ðàçäåëÿþòñÿ íà

áûñòðûå è ìåäëåííûå. Ìåäëåííûå äâèæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

dφ

dτ
= y, (4.8)

y =
γ − [(1− κ1)b+ 1− κ2] sinφ

{1 + [ε1(1− κ1)b+ ε2(1− κ2)] cosφ}
≡ Q(φ).

Óñòîé÷èâîñòü êðèâîé ìåäëåííûõ äâèæåíèé y=Q(φ) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì σ=1+[ε1(1−
κ1)b+ ε2(1− κ2)] cosφ. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (ε1 = ε2 = 0) êðèâàÿ y=Q(φ) óñòîé÷èâà,

äèíàìèêà íà íåé îïðàâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

dφ

dτ
= γ − [(1− κ1)b+ 1− κ2] sinφ. (4.9)

Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé ìîäåëè (4.6) îò ïàðàìåòðîâ ε1 è ε2 ïîçâîëÿåò

èññëåäîâàòü äèíàìèêó ýòîé ìîäåëè ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðà-

ìåòðàì áèôóðêàöèé ìîäåëåé (4.7) è (4.9) ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Äàëåå ïðåäñòàâëåíû

ñâåäåíèÿ î äèíàìèêå àíñàìáëÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà îáà ýëåìåíòà àíñàìáëÿ ÿâëÿ-

þòñÿ ìàëîèíåðöèîííûìè ((ε1 + ε2) ≪ 1) è êîãäà ìàëîèíåðöèîííûì ÿâëÿþòñÿ õîòÿ

áû îäèí ýëåìåíò àíñàìáëÿ (ε1 · ε2 ≪ 1).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (ε1 + ε2) ≪ 1. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (4.9) îïðåäåëåíà íà

îêðóæíîñòè S = {φmod(2π)}. Ýòà ìîäåëü äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ: O1 ñ êîîðäèíàòîé φ∗

1 = arcsin(γ/[(1 − κ1)b + 1 − κ2]) è O2 ñ êîîðäèíà-

òîé φ∗
2 = π − φ∗

1. Îáà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîãóò áûòü óñòîé÷èâûìè, ò.å. îïðåäå-

ëÿòü ñèíõðîííûå ðåæèìû. Ïóñòü àòòðàêòîð O1 ñîîòâåòñòâóåò ñèíõðîííîìó ðåæèìó

50



0

k1

g

k =1+(1- k )1 2
*

b
-1

g =1-k +
(1-k )

1

2

1

b
g =

-1+k -
(1-k )

2

2

1

b

Àñèíõðîííûé
ðåæèì

Ñèíôàçíûé
ñèíõðîííûé ðåæèì

Ïðîòèâîôàçíûé
ñèíõðîííûé ðåæèì

Ðèñ. 4.3: Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (4.9) â ñå÷åíèè (κ1, γ).

IS1, àòòðàêòîð O2 � ñèíõðîííîìó ðåæèìó IS2. Ðàçíèöà ìåæäó ðåæèìàìè IS1 è IS2

îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè îñòàòî÷íîé îøèáêè ïî ôàçå φ∗. Ïîñêîëüêó ïðè γ = 0 â

ñèíõðîííîì ðåæèìå IS1 ôàçîâàÿ îøèáêà φ∗ = 0, à â ðåæèìå IS2 ýòà îøèáêà φ∗ = π,

òî ñèíõðîííûé ðåæèì IS1 áóäåì íàçûâàòü ñèíôàçíûì, à IS2 - ïðîòèâîôàçíûì. Ïðè

γ ̸= 0 ðàçíèöà ìåæäó ôàçîâûìè îøèáêàìè φ∗
1 è φ

∗
2 ðåæèìîâ IS1 è IS2 ñîõðàíÿåòñÿ. Âíå

îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ φ ïîñòîÿííî âîç-

ðàñòàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àñèíõðîííîìó ðåæèìó. Ãðàíèöà ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (4.10), à ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü

ìîæåò íàðóøàòüñÿ êàê â ðåçóëüòàòå ïîÿâëåíèÿ àñèíõðîííûõ, òàê è êâàçèñèíõðîííûõ

ðåæèìîâ.

ε1 + ε2 + [bε21(1− κ1)] + ε22(1− κ2)] cosφ
∗
i = 0 (4.10)

Íà ðèñ.4.3 ïðåäñòàâëåíî ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (κ1, γ) íà îáëàñòè ñ ðàç-

ëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì.

4.3.2 Ñëó÷àé ε1ε2 ≪ 1.

Ìîäåëü (4.7) îïèñûâàåò äèíàìèêó àíñàìáëÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà õîòÿ áû îäíà îäíà èç

îáúåäèíÿåìûõ ñèñòåì èìååò ìàëîèíåðöèîííóþ öåïü óïðàâëåíèÿ. Ïóñòü öåïü óïðàâ-

ëåíèÿ ÔÀÏ2 ÿâëÿåòñÿ áåçèíåðöèîííîé (ε2=0). Ðàññìîòðèì äàëåå ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ

â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ñèíôàçíîãî ñèíõðîííîãî è ïðîòèâîôàçíîãî ñèíõðîííîãî ðåæè-

ìîâ.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû (4.7) ïðè ε2=0, κ1=3, κ2=−12, b=6

ïðèâåäåíû íà ðèñ.4.4. Ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ â àíñàìáëå ðåàëèçóåòñÿ ñèíôàçíûé

ñèíõðîííûé ðåæèì. Ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè {ε1, γ} íà ðèñ.4.4à îïðåäåëÿåòñÿ ïÿòüþ áè-

ôóðêàöèîííûìè êðèâûìè:

ëèíèÿ 1 � êðèâàÿ γfold = 1 − κ2 + b(1 − κ1) áèôóðêàöèè äâóêðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ
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Ðèñ. 4.4: Ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ {ε1, γ} è ôàçîâûå ïîðòðåòû ìîäåëè (4.5)

ïðè ðåàëèçàöèè ñèíôàçíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà.
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ðàâíîâåñèÿ O1,2. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòîé ëèíèè ñâåðõó âíèç íà ôàçîâîì öèëèíäðå U1

ïîÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 òèïà óñòîé÷èâûé óçåë è O2 � ñåäëî (ðèñ.4.4â);

ëèíèÿ 2 � êðèâàÿ áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì εHopf
1 =

[(κ1 − 1)b cosφ∗
1]

−1. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòîé ëèíèè ñâåðõó âíèç (ñëåâà íà ïðàâî) ñî-

ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 ìÿãêî òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íà ôàçîâîì

öèëèíäðå U1 ïîÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë 1-ãî ðîäà L0 (ðèñ.4.4ä);

ëèíèÿ 3 � êðèâàÿ áèôóðêàöèè ïåòëè ñåïàðàòðèñ 2-ãî ðîäà, îáðàçîâàííîé ñåïà-

ðàòðèñàìè ñåäëà O2 (ñåäëî-óçëà O1,2), ðàñïîëîæåííûìè íà ôàçîâîì öèëèíäðå U1 â

îáëàñòè y > 0. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòîé ëèíèè ñíèçó â âåðõ íà ôàçîâîì öèëèíäðå U1

ïîÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë 2-ãî ðîäà L1 (ðèñ.4.4ã);

ëèíèÿ 4 � êðèâàÿ áèôóðêàöèè ïåòëè ñåïàðàòðèñ 1-ãî ðîäà, îáðàçîâàííîé ñåïàðà-

òðèñàìè, ðàñïîëîæåííûìè ñëåâà îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O2. Íà ýòîé ëèíèè ïðå-

äåëüíûé öèêë L0 ¾âëèïàåò¿ â ïåòëþ ñåïàðàòðèñ;

ëèíèÿ 5 � êðèâàÿ áèôóðêàöèè ïåòëè ñåïàðàòðèñ 2-ãî ðîäà, îáðàçîâàííîé ñåïàðà-

òðèñàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà ôàçîâîì öèëèíäðå U1 â îáëàñòè y < 0. Ïðè ïåðåñå÷åíèè

ýòîé ëèíèè ñâåðõó âíèç íà ôàçîâîì öèëèíäðå U1 ïîÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé

öèêë 2-ãî ðîäà L2 (ðèñ.4.4ç).

Ëèíèè 1�5 ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ íà ñåìü îáëàñòåé D1 −D7 ñ ðàçëè÷-

íûì ôàçîâûìè ïîðòðåòàìè. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè D1 ñòðóêòóðó

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäåëè (4.7) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òðàåêòîðèÿ �

óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë L1(ðèñ.4.4á ). Ýòîò àòòðàêòîð îïðåäåëÿåò ðåæèì áèå-

íèé IA1 ïðè êîòîðîì ðàçíîñòü ôàç φ ïîñòîÿííî íàðàñòàåò, à óñðåäíåííàÿ ðàçíîñòü

÷àñòîò ỹ = y0 > 0. Â îáëàñòèD2 ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (4.7) èìååò äâå îñîáûå òðà-

åêòîðèè: óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1 è ñåäëîâîå O2 (ðèñ.4.4â). Ýòî îáëàñòü

ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè àíñàìáëÿ, çäåñü âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ ñèíôàçíûé ñèíõðîííûé

ðåæèì IS1. Â îáëàñòè D3 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U1 ñóùåñòâóåò äâà àòòðàêòîðà: ñî-

ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1 è ïðåäåëüíûé öèêë L1 (ðèñ.4.4ã). Áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ ýòèõ

àòòðàêòîðîâ ðàçãðàíè÷èâàþò ñåïàðàòðèñû ñåäëà O2. Â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé çäåñü â àíñàìáëå ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ êàê ñèíõðîííûé ðåæèì IS1, òàê

è àñèíõðîííûé ðåæèì IA1. Â îáëàñòè D4 åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ìîäåëè (4.7)

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë L0 (ðèñ.4.4ä). Öèêë L0 îïðåäåëÿåò êâàçèñèíõðîííûé ðå-

æèì àíñàìáëÿ IK1, â êîòîðîì ðàçíîñòü ôàç φ è ÷àñòîò y èçìåíÿþòñÿ â íåêîòîðûõ

ïðåäåëàõ, íî óñðåäíåííàÿ ðàçíîñòü ÷àñòîò ỹ = 0. Â îáëàñòè D5 ïðåäåëüíûé öèêë L0

ñóùåñòâóåò ñîâìåñòíî ñ ïðåäåëüíûì öèêëîì L1 (ðèñ.4.4å). Ýòà îáëàñòü áèñòàáèëüíîãî

ïîâåäåíèÿ àíñàìáëÿ, êîãäà âîçìîæíà êàê ðåàëèçàöèÿ êâàçèñèíõðîííîãî ðåæèìà IK1,

òàê è àñèíõðîííîãî IA1. Áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ L0 è L1 ðàçãðàíè÷èâàþò

ñåïàðàòðèñû ñåäëà O2. Â îáëàñòè D6 ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû îïðåäåëÿþò ïðåäåëü-

íûé öèêë L1 è íåóñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 è O2 (ðèñ.4.4æ). Ïîñêîëüêó â
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îáëàñòè D6 åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ìîäåëè (4.7) ÿâëÿåòñÿ öèêë L1, òî ïîâåäåíèå

àíñàìáëÿ â ýòîé îáëàñòè àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ àíñàìáëÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

èç îáëàñòè D1. Â îáëàñòè D7 ñòðóêòóðó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþò íåóñòîé-

÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 è O2, à òàêæå óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû 2-ãî

ðîäà L1 è L2 (ðèñ.4.4ç). Àòòðàêòîðû L1 è L2 îïðåäåëÿþò àñèíõðîííûå ðåæèìû áèå-

íèé IA1 è IA2, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ çíàêàìè óñðåäíåííûõ çíà÷åíèé ðàçíîñòè ÷àñòîò

ỹ � â ðåæèìå IA1 óñðåäíåííîå çíà÷åíèå ỹ > 0 , â ðåæèìå IA2 � ỹ < 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèíàìèêó àíñàìáëÿ â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîòèâîôàçíîãî

ñèíõðîííîãî ðåæèìà. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè àíñàìáëÿ ïðè ε2=0, κ1=−
1, κ2=14, b=6 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.4.5.

Â îáëàñòè D1 åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû (4.7) ÿâëÿåòñÿ âðàùàòåëüíûé

ïðåäåëüíûé öèêë L1, îòâå÷àþùèé çà ðåæèì áèåíèé. Ãðàíèöåé îáëàñòè D1 ñëóæèò

ëèíèÿ 1, îòðàæàþùàÿ áèôóðêàöèþ äâóêðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ïåðå-

ñå÷åíèè ýòîé ëèíèè ñâåðõó âíèç â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè (4.7) ïîÿâëÿþòñÿ

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: ñåäëî O1 è óñòîé÷èâûé óçåë O2. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèå O2

óñòîé÷èâî âûøå ëèíèè 2, ñîîòâåòñòâóþùåé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà. Â îáëà-

ñòè D2 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O2 ãëîáàëüíî óñòîé÷èâî, ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ

çàõâàòà â ïðîòèâîôàçíûé ñèíõðîííûé ðåæèì. Â îáëàñòèD3 àòòðàêòîðO2 ñóùåñòâóåò

ñîâìåñòíî ñ öèêëîì L1, îáëàñòüDZ = D2∪D3 ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ óäåðæàíèÿ ïðîòèâî-

ôàçíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà. Ïðè âûõîäå èç îáëàñòè DZ ÷åðåç ëèíèþ 2 ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèÿ O2 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, âîêðóã íåãî ìÿãêî ðîæäàåòñÿ êîëåáàòåëüíûé

ïðåäåëüíûé öèêë L0, îòâå÷àþùèé çà êâàçèñèíõðîííûé ðåæèì. Â îáëàñòè ïàðàìåò-

ðîâ D4 öèêë L0 ãëîáàëüíî óñòîé÷èâ, â îáëàñòè D5 îí ñóùåñòâóåò âìåñòå ñ öèêëîì L1.

Îáëàñòü DZ1 = D4∪D5 ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèñèíõðîííîãî ðåæèìà îãðàíè÷åíà ñïðàâà

ëèíèåé 3. Íà ýòîé ëèíèè öèêë L0 èñ÷åçàåò â ïåòëþ ñåïàðàòðèñ ñåäëà O1. Ïîâåäåíèå ãå-

íåðàòîðîâ àíñàìáëÿ â îáëàñòè D6 àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

èç îáëàñòè D1. Öèêë L1 ðàçðóøàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëèíèþ 4, êîòîðàÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò áèôóðêàöèè ïåòëè ñåïàðàòðèñ 2-ãî ðîäà, îáðàçîâàííîé ñåïàðàòðèñàìè ñåäëà

O1, ðàñïîëîæåííûìè â îáëàñòè y > 0. Ëèíèÿ 5 ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè ïåòëè ñå-

ïàðàòðèñ ñåäëà O1, ðàñïîëîæåííîé â îáëàñòè y < 0. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòîé ëèíèè

ñâåðõó âíèç ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë L2. Ýòà áèôóðêàöèÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò ðîæäåíèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âðàùàòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà L2. Â

îáëàñòè D6 èìåþò ìåñòî äâà àñèíõðîííûõ ðåæèìà, îïðåäåëÿåìûå öèêëàìè L1 è L2.

Âûÿâëåíî, ÷òî â àíñàìáëå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ñèñòåì ÔÀÏ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü

äâà ñèíõðîííûõ ðåæèìà - ñèíôàçíûé è ïðîòèâîôàçíûé, íàëè÷èå êîòîðûõ îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé κ1, κ2 è ñîîòíîøåíèåì ïîëîñ óäåðæà-

íèÿ b. Äëÿ ñèíôàçíîãî è ïðîòèâîôàçíîãî ðåæèìà â ñëó÷àå, êîãäà öåïü óïðàâëåíèÿ

âòîðîãî ãåíåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ìàëîèíåðöèîííîé, áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðî-
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Ðèñ. 4.5: Ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ {ε1, γ} è ôàçîâûå ïîðòðåòû ìîäåëè (4.5)

ïðè ðåàëèçàöèè ïðîòèâîôàçíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà.
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ñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ. Â ðåçóëüòàòå áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî àíñàìáëü ìîæåò ðàáîòàòü â

ñèíõðîííîì ðåæèìå, ðåãóëÿðíîì êâàçèñèíõðîííîì ðåæèìå è â ðåãóëÿðíîì ðåæèìå

áèåíèé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî óâåëè÷åíèå èíåðöèîííîñòè âòîðîãî ãåíåðàòîðà ïðèâîäèò

ê ïåðåâîäó àíñàìáëÿ â êâàçèñèíõðîííûé ðåæèì, à çàòåì, ïðè äàëüíåéøåì óâåëè-

÷åíèè èíåðöèîííîñòè, - ê ïåðåâîäó â ðåæèì áèåíèé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðåõîä îò

ñèíõðîííîãî ðåæèìà ê êâàçèñèíõðîííîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè

Àíäðîíîâà-Õîïôà, à ãðàíèöàìè îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ áèåíèé ÿâëÿþò-

ñÿ êðèâûå áèôóðêàöèè ïåòëè ñåïàðàòðèñ 2-ãî ðîäà. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äèíàìèêà äâóõ ñèñòåì ÔÀÏ, îáúåäèíåííûõ â êîëüöî ñ

îäíîé ìàëîèíåðöèîííîé öåïüþ óïðàâëåíèÿ â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ñèíôàçíîãî ñèíõðîí-

íîãî ðåæèìà è ïðîòèâîôàçíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà êà÷åñòâåííî íå ðàçëè÷àþòñÿ -

ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîðòðåòû àíñàìáëÿ ïîâòîðÿþò äðóã äðóãà.

4.3.3 Èíåðöèîííûå ñèñòåìû

Ñëó÷àé ñèíôàçíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà

Îñîáåííîñòè äèíàìèêè ìîäåëè (4.5) õàðàêòåðèçóåò ïðèâåäåííûé íà ðèñ.4.6 ïàðàìåò-

ðè÷åñêèé ïîðòðåò {ε2, γ}. Îí ïîëó÷åí ïóòåì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ε2 áèôóð-

êàöèîííûõ êðèâûõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà {ε1, γ} ìîäåëè (4.7) íà óðîâíå ε1=4.

Ïðè ε1=4 â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ γ ñèñòåìà (4.7) ñîäåðæèò îáëàñòè D1, D3, D5, D6

è D7 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôàçîâûìè ïîðòðåòàìè íà ðèñ.4.4á, ã, å, æ, ç. Ïðè ε2 ≪ 1

äèíàìèêà ìîäåëè (4.5) àíàëîãè÷íà äèíàìèêè ìîäåëè (4.7), ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîðò-

ðåòû ýòèõ ìîäåëåé îïðåäåëÿþò ëèíèè 1-4, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî îä-

íèì è òåì æå áèôóðêàöèîííûì ïîâåðõíîñòÿì. Ïðè óâåëè÷åíèè ε2 óñòàíîâëåííûå

ñòðóêòóðû ôàçîâîãî è ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ òðàíñôîðìèðóþòñÿ, ýòè èçìå-

íåíèÿ ñâÿçàíû êàê ñ àòòðàêòîðàìè âûÿâëåííûìè ðàíåå, òàê è âîçíèêàþùèìè âíîâü.

Ëèíèè íà ðèñ.4.6, íå èìåþùèå îáîçíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþò áèôóðêàöèÿì àòòðàêòî-

ðîâ âðàùàòåëüíîãî òèïà, ïðè÷åì çäåñü ïðèâåäåíû áèôóðêàöèîííûå êðèâûå òîëüêî

òåõ àòòðàêòîðîâ, ó êîòîðûõ ñðåäíåå çíà÷åíèå ỹ > 0. Êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå áè-

ôóðêàöèÿì àòòðàêòîðîâ ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ỹ < 0, ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ

áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ àòòðàêòîðîâ âðàùàòåëüíîãî òèïà ïóòåì çåðêàëüíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ èõ îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ. Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì èç ëèíèè 3 ïîëó÷àåòñÿ

ëèíèÿ 5, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî íà ðèñ.4.4, à íà ðèñ.4.6 íå ïðèâåäåíà.

Íà ðèñ.4.6 âûäåëåíû îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ñ ðàçëè÷íû-

ìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

G2 � îáëàñòü ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (4.5). Çäåñü åäèíñòâåííûì àò-

òðàêòîðîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1, îòâå÷àþùåå çà ðåæèì ñèí-

õðîíèçàöèè IS1. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè G2 ðåæèì ñèíõðîíèçàöèèè
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Ðèñ. 4.6: Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (4.5) â ñå÷åíèè (ε2, γ) ïðè b=6,

κ1=3, κ2=− 12, ε1=4.

IS1 ðåàëèçóåòñÿ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, òàêóþ îáëàñòü ïðèíÿòî íàçûâàòü

îáëàñòüþ çàõâàòà â ñèíõðîííûé ðåæèì IS1 [45];

G4 � îáëàñòü çàõâàòà â êâàçèñèíõðîííûé ðåæèì IK1. Çäåñü åäèíñòâåííûì àòòðàê-

òîðîì ìîäåëè (4.5) ÿâëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë L0 (ðèñ.4.7å);

G1, G
2
1, G

3
1, G

4
1 � îáëàñòè çàõâàòà â ðåæèìû áèåíèé IA1, IA2, IA3, IA4. Ýòî îáëàñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ L1, L
(2)
1 , L

(3)
1 , L

(4)
1 (ðèñ.4.7a-ã), ñ ïåðèîäàìè T, 2T,

3T, 4T ñîîòâåòñòâåííî. Çîíà ðàçìåùåíèÿ îáëàñòåéGk
1, äëÿ k>4 îòìå÷åíà øòðèõîâêîé;

G3 è G5 � îáëàñòè áèñòàáèëüíîãî ïîâåäåíèÿ, ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç ýòèõ

îáëàñòåé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U öèêë L1 ñóùåñòâóåò ñîâìåñòíî ëèáî ñ óñòîé÷èâûì

ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ O1 (îáëàñòü G3), ëèáî ñ öèêëîì L0 (îáëàñòü G5).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïåðåñòðîéêè ôàçîâîãî è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòîâ ìî-

äåëè (4.5), êîòîðûå ïðîèñõîäÿò ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ε2. Ïðè óâåëè-

÷åíèè ε2 èçìåíåíèÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü çàòðàãèâàþò ïðåäåëüíûé öèêë L1. Îí ëèáî

òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ÷åðåç áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ïîðîæäàÿ ïðè ýòîì óñòîé-

÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë óäâîåííîãî ïåðèîäà L(2)
1 , ëèáî èñ÷åçàåò â ðåçóëüòàòå îäíîé

èç òðåõ áèôóðêàöèé: äâóêðàòíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, ïåòëè ñåïàðàòðèñ 2-ãî ðîäà,

çàìêíóòîãî êîíòóðà èç ñåïàðàòðèñ ñåäëî-ôîêóñîâ O2 è O1. Òàêèì îáðàçîì ïðè ðî-

ñòå ε2 ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð ãðàíèöû îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà L1,

à òàêæå ïîÿâëÿåòñÿ îáëàñòü G2
1 ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà L(2)

1 . Ïðè äàëü-

íåéøåì óâåëè÷åíèè ε2 ïðåäåëüíûé öèêë L(2)
1 èñïûòûâàåò òå æå áèôóðêàöèè, ÷åðåç
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Ðèñ. 4.7: Ïðèìåðû àòòðàêòîðîâ ìîäåëè (4.5), ñîîòâåòñòâóþùèå ðåæèìàì ðåãóëÿð-

íûõ (à-ã) è õàîòè÷åñêèõ (ä) áèåíèé, à òàêæå ðåãóëÿðíîìó êâàçèñèíõðîííîìó ðåæè-

ìó (å).

êîòîðûå ïðîõîäèë ïðåäåëüíûé öèêë L1 ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ïåòëÿ ñåïàðàòðèñ

â êîòîðóþ èñ÷åçàåò ïðåäåëüíûé öèêë L(2)
1 ÿâëÿåòñÿ äâóõ îáõîäíîé, à ñåïàðàòðèñíûé

êîíòóð îáðàçîâàí ñåïàðàòðèñàìè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O2(φ
∗
2−2π, 0, 0), O1(φ

∗
1, 0, 0), è

O2(φ
∗
2, 0, 0)]. Â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèé ïðåäåëüíîãî öèêëà L(2)

1 ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå

ïðåäåëüíûõ öèêëîâ L(4)
1 èëè L(3)

1 . Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïîÿâëÿþòñÿ îáëàñòè G4
1

èëè G3
1. Ñòðóêòóðà ãðàíèö îáëàñòåé G4

1 è G3
1 àíàëîãè÷íà ñòðóêòóðå îáëàñòåé G1 è

G2
1. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ε2 â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåò-

ðîâ ìîæåò ïðèâåñòè ëèáî ê ïîÿâëåíèþ öèêëîâ L(k)
1 êðàòíîñòè k>4, ëèáî ê îáðàòíîé

ñèòóàöèè, ò.å. ê óìåíüøåíèþ èíäåêñà êðàòíîñòè öèêëîâ k. Ñòðóêòóðà ãðàíèö îáëà-

ñòåé Gk
1 ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ L

(k)
1 êà÷åñòâåííî ñîõðàíÿåòñÿ, îíè ñîñòîÿò

èç áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ äâóêðàòíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ êðàòíîñòè k, óäâîåíèÿ
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ïåðèîäîâ öèêëîâ, k-îáõîäíûõ ïåòåëü ñåïàðàòðèñ âòîðîãî ðîäà è êîíòóðîâ, ñîñòàâëåí-

íûõ èç ñåïàðàòðèñ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O1 è O2, êîòîðûå äî çàìûêàíèÿ êîíòóðà

îõâàòûâàþò ôàçîâûé öèëèíäð k ðàç. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ Lk
1

ñ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè êðàòíîñòè ëèáî ïðèìûêàþò ê äðóã ê äðóãó ïî áèôóðêàöèîííûì

êðèâûì ñåïàðàòðèñíûõ ñâÿçîê è äâîéíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ëèáî ðàçäåëåíû áó-

ôåðíûìè çîíàìè ñî ñëîæíîé äèíàìèêîé. Â îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé äèíàìèêîé ìîäåëü

(4.5) õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì õàîòè÷åñêîãî âðàùàòåëüíîãî àòòðàêòîðà (ðèñ.4.7ä),

ýòè îáëàñòè ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ ñ îáëàñòÿìè ñ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêîé, â ðåçóëüòàòå

â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ âîçíèêàþò çîíû ìóëüòèñòàáèëüíîãî ïîâåäåíèÿ àíñàìáëÿ.

Âðàùàòåëüíûå àòòðàêòîðû ìîäåëè (4.5) îïðåäåëÿþò ðåæèìû áèåíèé, ýâîëþöèè

ýòèõ ðåæèìîâ c ðîñòîì ïàðàìåòðà ε2 èëëþñòðèðóþò äèàãðàììû, ïðåäñòàâëåííûå íà

ðèñ.4.8. Çäåñü íà ðèñ.4.8à èçîáðàæåíà îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ

Ïóàíêàðå äëÿ çíà÷åíèé γ = 0.7, íà ðèñ.4.8á ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ỹ(ε2) äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé γ. Èç ïðåäñòàâëåííûõ äèàãðàìì âèäíî, ÷òî áèôóðêàöèîííûé

ïåðåõîä îò îäíîãî àòòðàêòîðà ê äðóãîìó ñîïðîâîæäàåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíûìè èçìåíå-

íèÿìè â õàðàêòåðèñòèêàõ äèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà, â ÷àñòíîñòè, ïåðåõîäîì ðåæèìà

áèåíèé íà íîâóþ ÷àñòîòó. Ïåðåõîäû ÷åðåç áóôåðíûå çîíû ñî ñëîæíîé äèíàìèêîé

ñêà÷êè ÷àñòîòû ñãëàæèâàþò.
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Ðèñ. 4.8: Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

ìîäåëè (4.5) ïðè γ = 0.7 � (à), çàâèñèìîñòè óñðåäíåííûõ çíà÷åíèé ðàçíîñòè ÷àñòîò

êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ îò ïàðàìåòðà ε2 � (á ).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Π ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U

ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå öèêë L(k)
2 ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ỹ<0, êîòîðûå èñïûòûâàþò

áèôóðêàöèè àíàëîãè÷íûå áèôóðêàöèÿì ïðåäåëüíûõ öèêëîâ L(k)
1 , ïðè÷åì àòòðàêòîðû

ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè áîëüøå è ìåíüøå íóëÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü îäíîâðåìåííî,
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÷òî åùå áîëüøå óñëîæíÿåò äèíàìèêó àíñàìáëÿ.

Ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óâåëè÷åíèå ε2 â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðè-

âîäèò ê ñèíõðîíèçàöèè êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ. Ïåðåõîä èç îáëàñòè ïàðà-

ìåòðîâ ñ àñèíõðîííûìè ðåæèìàìè â îáëàñòü GS = G2

∩
G3 ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíôàç-

íîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà IS1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îáëàñòü GK = G4

∩
G5 ñóùåñòâî-

âàíèÿ êâàçèñèíõðîíîãî ðåæèìà IK1. Ðåæèìó IK1 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U ñîîòâåò-

ñòâóåò óñòîé÷èâûé êîëåáàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë L0 (ðèñ.4.7å) âîêðóã ñîñòîÿíèÿ

ðàâíîâåñèÿ O1. Ðåæèì IK1 ãëîáàëüíî óñòîé÷èâ â îáëàñòè G4, â îáëàñòè G5 îí ñó-

ùåñòâóåò ñîâìåñòíî ñ ðåæèìîì áèåíèé IA1. Ïðè óâåëè÷åíèå ε2 ïðåäåëüíûé öèêë L0

ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, äåëàÿ óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1. Â ðåçóëüòàòå â àí-

ñàìáëå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì IS1, êîòîðûé ãëîáàëüíî óñòîé÷èâ â îáëàñòè G2, à â

îáëàñòè G3 îí ñóùåñòâóåò ñîâìåñòíî ñ ðåæèìàìè áèåíèé ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè. Íà

ðèñ.4.6 îáëàñòü G2 îãðàíè÷åíà áèôóðêàöèîííûìè êðèâûìè: ïåòëè ñåïàðàòðèñ 2-ãî

ðîäà ñåäëà O2, óäâîåíèÿ ïåðèîäà öèêëà L1 è íåéòðàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1,

êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ε1+ ε2+[ε21(1−κ1)b+ ε
2
2(1−κ2)] cosφ

∗
1=0 (áèôóðêàöèÿ

Àíðîíîâà-Õîïôà). Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ïðè ε2 > 5.37 â

èíòåðâàëå −1 < γ < 1 ñèíõðîííûé ðåæèì IS1 ñóùåñòâóåò è ãëîáàëüíî óñòîé÷èâ, ò.å.

ïîëîñà çàõâàòà â ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè ñîâïàäàåò ïîëîñîé óäåðæàíèÿ.

Ñëó÷àé ïðîòèâîôàçíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñîáåííîñòè äèíàìèêè àíñàìáëÿ â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ïðîòèâî-

ôàçíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà ïðè íåìàëûõ ïàðàìåòðàõ èíåðöèîííîñòè öåïåé óïðàâ-

ëåíèÿ. Ïðè ε2≪1 äèíàìèêà ìîäåëè (4.5) àíàëîãè÷íà äèíàìèêå ìîäåëè (4.7), ïàðà-

ìåòðè÷åñêèå ïîðòðåòû ýòèõ ìîäåëåé îïðåäåëÿþò ëèíèè 1-3,5, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò

ñîîòâåòñòâåííî îäíèì è òåì æå áèôóðêàöèîííûì ïîâåðõíîñòÿì. Ïðè óâåëè÷åíèè ε2

óñòàíîâëåííûå ñòðóêòóðû ôàçîâîãî è ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ òàêæå êàê è äëÿ

ñëó÷àÿ ñèíôàçíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà òðàíñôîðìèðóþòñÿ, ýòè èçìåíåíèÿ ñâÿçàíû

êàê ñ àòòðàêòîðàìè, âûÿâëåííûìè ðàíåå, òàê è âîçíèêàþùèìè âíîâü.

Ëèíèè íà ðèñ.4.9a, íå èìåþùèå îáîçíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþò áèôóðêàöèÿì àò-

òðàêòîðîâ âðàùàòåëüíîãî òèïà, ïðè÷åì çäåñü ïðèâåäåíû áèôóðêàöèîííûå êðèâûå

òîëüêî òåõ àòòðàêòîðîâ, ó êîòîðûõ óñðåäíåííîå çíà÷åíèå y ïîëîæèòåëüíîå. Êðèâûå,

ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèÿì àòòðàêòîðîâ ñî ñðåäíèì îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì,

ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ àòòðàêòîðîâ âðàùàòåëüíîãî

òèïà ïóòåì çåðêàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ èõ îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ. Àíàëîãè÷íûì

ñïîñîáîì èç ëèíèè 4 ïîëó÷àåòñÿ ëèíèÿ 5, êîòîðàÿ ïîêàçàíà íà ðèñ.4.5, à íà ðèñ.4.9a

íå ïðèâåäåíà. Îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå ïîâåäåíèå ãåíåðàòîðîâ àíñàìáëÿ, îïðåäåëÿ-

åìîå ïî ìîäåëÿì (4.5) è (4.7), îäèíàêîâî, èìåþò òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî íà ðèñ.4.5.
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Ðèñ. 4.9: Ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ {ε2, γ} ìîäåëè (4.5) ïðè b = 6, κ1 =

−1, κ2 = 14, ε1 = 4 (à), îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû: ýâîëþöèè

àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ ïðè âàðèàöèè íà÷àëüíîé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè γ íà óðîâíå

ε2 = 2.2 (á), ýâîëþöèè ðàçíîñòè ÷àñòîò êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîâ ïðè óâåëè÷åíèè ïî-

ñòîÿííîé âðåìåíè ôèëüòðà ε2 íà óðîâíå γ = 0.4 (â).
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Îáëàñòè G1, G1
2, G

1
3, G

1
4 - ýòî îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ, îïðåäå-

ëÿåìûõ óñòîé÷èâûìè öèêëàìè L1, L1
2, L

1
3 è L

1
4 (ðèñ.4.10a-ã) ñ ïåðèîäàìè T , 2T , 3T

è 4T ñîîòâåòñòâåííî. Ýâîëþöèþ ðàçíîñòè ÷àñòîò êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîâ èëëþñòðè-

ðóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ.4.9â.

Âðàùàòåëüíûå àòòðàêòîðû ìîãóò áûòü õàîòè÷åñêèìè, îíè èìåþò ìåñòî ïðè çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòåé, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó îáëàñòÿìè G1
2, G

1
3, G

1
4. Ïåðåõîä

ê ðåæèìó õàîòè÷åñêèõ áèåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñöåíàðèþ Ôåéãåíáàóìà, ëèáî ÷å-

ðåç ïåðåìåæàåìîñòü 1-ãî ðîäà. Ðèñ.4.9á èëëþñòðèðóåò ñöåíàðèè ïåðåõîäà ê ðåæèìó

õàîòè÷åñêèõ áèåíèé è ðåæèì ìóëüòèñòàáèëüíîãî ïîâåäåíèÿ. Çäåñü ïðè óâåëè÷åíèè

γ èç öèêëà L1
4 ÷åðåç ïåðåìåæàåìîñòü 1-ãî ðîäà ðîæäàåòñÿ õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð

SA1 (ðèñ.4.10å), ýòîò àòòðàêòîð ñ ðîñòîì γ ìÿãêî ïåðåõîäèò â ïðåäåëüíûé öèêë L1
5

(ðèñ.4.10ä), êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü èñ÷åçàåò â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè,

è ñèñòåìà (4.5) ïåðåõîäèò íà öèêë L1
2. Öèêë L

1
2 ïîÿâëÿåòñÿ èç öèêëà L1 ïðè óìåíüøå-

íèè γ â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå ñíà÷àëà

ïðèâîäèò ê ðîæäåíèþ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà SA0 (ðèñ.4.10æ) ïî ñöåíàðèþ Ôåé-

ãåíáàóìà, à ïîòîì åãî êðèçèñó ñ ïåðåõîäîì íà öèêë L1
5.

L
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Ðèñ. 4.10: Ïðîåêöèè àòòðàêòîðîâ ìîäåëè (4.5) â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ïðîòèâîôàçíîãî

ñèíõðîííîãî ðåæèìà

Èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà íà ðèñ.4.9à ñëåäóåò, ÷òî óâåëè÷åíèå ïîñòîÿííîé

âðåìåíè ôèëüòðà ε2 ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè äèíàìèêè àíñàìáëÿ. Ïðè ε2 = 0 ïðî-

òèâîôàçíûé ñèíõðîííûé ðåæèì ñóùåñòâóåò ñîâìåñòíî ñ àñèíõðîííûìè ðåæèìàìè â
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Ðèñ. 4.11: Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ìîäåëè (4.5) ïðè b = 1.5, κ1 = 3.2, κ2 = −0.5, ε1 =

15 (à) è ôàçîâûå ïîðòðåòû (á-ã)

êðàéíå óçêîé ïîëîñå íà÷àëüíîé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè (ïîëîñà óäåðæàíèÿ ñèíõðîííî-

ãî ðåæèìà ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò). Óâåëè÷åíèå ε2 ñíà÷àëà âåäåò ê ðàñøèðåíèþ ïî-

ëîñû óäåðæàíèÿ, äàëåå ïîÿâëÿåòñÿ ïîëîñà çàõâàòà â ïðîòèâîôàçíûé ñèíõðîííûé ðå-

æèì (ïðè ε2 = 3.76), êîòîðàÿ ñ ðîñòîì ε2 ðàñøèðÿåòñÿ, íàêîíåö, íà÷èíàÿ ñ ε2 = 5.36,

ïîëîñà çàõâàòà óðàâíèâàåòñÿ ñ ïîëîñîé óäåðæàíèÿ. Îäíàêî, ýôôåêò ñòàáèëèçàöèè

äèíàìèêè àíñàìáëÿ ñ ðîñòîì ïîñòîÿííîé âðåìåíè ε2 íå ïîñòîÿíåí.

Íà ðèñ.4.11à ïðèâåäåí ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ìîäåëè (4.5), ãäå ε2 íîñèò äå-

ñòàáèëèçèðóþùèé õàðàêòåð. Õàðàêòåð âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà ε2 îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì

âûðàæåíèÿ:

G≡
[1 + 2(1− κ2)ε1] +

√
1 + 4(1− κ2)ε1[1− (1− κ1)ε1b]

1− κ2
(4.11)

Åñëè G < 0, òî ε2 ñòàáèëèçèðóåò äèíàìèêó àíñàìáëÿ è äåñòàáèëèçèðóåò â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ìîäåëè (4.5) â ïðîòèâîôàçíîì ñèíõðîííîì ðåæèìå

âûÿâëåíû ðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå êâàçèñèíõðîííûå ðåæèìû ñ ïðîâîðîòîì ôàçû.

Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U çà òàêèå ðåæèìû îòâå÷àþò êîëåáàòåëüíûå àòòðàêòîðû,

àìïëèòóäà êîòîðûõ ïî ïðåâûøàåò çíà÷åíèå 2π. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, íà ðèñ.4.11á
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ïðèâåäåíà ïðîåêöèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà L∗
0, õàðàêòåðèçóþùåãî ðåãóëÿðíûé êâàçè-

ñèíõðîííûé ðåæèì ñ ïðîâîðîòîì ôàçû. Ïðåäåëüíûé öèêë L∗
0 ñóùåñòâóåò â îáëàñòè

ïàðàìåòðîâ G9. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòåé G7 è G8 âûÿâëåíî îäíîâðå-

ìåííîå ñóùåñòâîâàíèå â U äâóõ âðàùàòåëüíûõ àòòðàêòîðîâ ðèñ.4.11â-ã, ïðè÷åì àò-

òðàêòîð â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé y ìîæåò áûòü õàîòè÷åñêèì ðèñ.4.11ã.

Êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñîâïàäåíèå ïîëîñ çàõâàòà è óäåðæàíèÿ

ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ε2, âïëîòü äî çíà÷åíèé ε2 = 103. Îòñþäà

ñëåäóåò ÷òî, ïðè êîëüöåâîì ñîåäèíåíèè ñèñòåì ÔÀÏ áîëüøàÿ èíåðöèîííîñòü ýòèõ

ñèñòåì ìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå ñòàáèëèçèðóþùåãî ôàêòîðà, ÷òî íå ñâîéñòâåííî

íè ïàðöèàëüíûì ñèñòåìàì, íè èçó÷åííûì ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè àíñàìáëÿì ôàçî-

óïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ ñ äðóãèìè òèïàì ñîåäèíåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé ñëåäóåò, ÷òî

äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû àíñàìáëÿ ñ èíåðöèîííûìè öåïÿìè, ñîïðîâîæäàþùèå ñèí-

ôàçíûé è ïðîòèâîôàçíû ñèíõðîííûå ðåæèìû êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò. Àíñàìáëü ìî-

æåò ðàáîòàòü â ñèíõðîííîì ðåæèìå, ðåãóëÿðíîì êâàçèñèíõðîííîì ðåæèìå, à òàêæå

â ðåãóëÿðíîì è õàîòè÷åñêîì ðåæèìå áèåíèé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðåõîä ê õàîòè÷å-

ñêèì áèåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñöåíàðèþ Ôåéãåíáàóìà. Îáíàðóæåí ýôôåêò ñêà÷-

êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû áèåíèé â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèîííîãî ïåðåõîäà îò

îäíîãî âðàùàòåëüíîãî àòòðàêòîðà ê äðóãîìó.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî äèíàìèêà àíñàìáëÿ â ïðîòèâîôàçíîì ðåæèìå èìååò ñâîè îñî-

áåííîñòè, â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî êâàçèñèíõðîííûé ðåæèì ñ ïðîâîðîòîì ôàçû, à

òàêæå îáíàðóæåíà ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà ãðàíèö îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ

ðåæèìîâ áèåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ãèñòåðåçèñíûì ÿâëåíèÿì â ñèñòåìå.

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé áûëè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî èíåðöèîííîñòü öåïåé óïðàâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè

îò ïàðàìåòðîâ ñâÿçåé ìîæåò îêàçûâàòü êàê ñòàáèëèçèðóþùåå, òàê è äåñòàáèëèçèðó-

þùåå âëèÿíèå íà ñèíõðîííûé ðåæèì; àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åíî óñëîâèå ñòàáèëèçàöèè

è äåñòàáèëèçàöèè.

4.4 Êîëüöî èç òðåõ ôàçîâûõ ñèñòåì

4.4.1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Â ñëó÷àå îáúåäèíåíèÿ â êîëüöî òðåõ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì ÔÀÏ (ðèñ.4.12) ñ îäèíà-

êîâûìè ïîëîñàìè óäåðæàíèÿ b1=b2=1, îäèíàêîâûìè ôèëüòðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà �

K(p) = (1 + Tp)−1, ãäå T � ïîñòîÿííûå âðåìåíè ôèëüòðîâ ñ ñèíóñîèäàëüíîé õàðàê-

òåðèñòèêîé ôàçîâûõ äèñêðèìèíàòîðîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöè-
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Ðèñ. 4.12: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà êîëüöåâîãî àíñàìáëÿ òðåõ ôàçîâûõ ñèñòåì.

àëüíûõ óðàâíåíèé

dφ1

dτ
= y1,

ε
dy1
dτ

= γ1 − y1 − (1− κ1) sinφ1 − κ2 sinφ2 − sin(φ1 + φ2), (4.12)

dφ2

dτ
= y2,

ε
dy2
dτ

= γ2 − y2 + sinφ1 − (1− κ2) sinφ2 + κ3 sin(φ1 + φ2),

îïèñûâàþùóþ äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ðàññìàòðèâàåìîãî àíñàìáëÿ. Ñèñòåìà (4.12)

îïðåäåëåíà â ÷åòûðåõìåðíîì öèëèíäðè÷åñêîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå V : {φ1(mod2π), y1,

φ2(mod2π), y2} ñ äâóìÿ öèêëè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè φ1 è φ2. Çäåñü τ = Ω1t � áåçðàç-

ìåðíîå âðåìÿ, φ1(φ2) - ðàçíîñòè ôàç êîëåáàíèé ïåðâîãî è òðåòüåãî (âòîðîãî è ïåðâî-

ãî) ãåíåðàòîðîâ, y1(y2) � ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíîñòè ÷àñòîò. Â (4.12) âñå ïàðàìåòðû

áåçðàçìåðíûå: γ1 = (ω1 − ω3)/Ω1 è γ2 = (ω2 − ω1)/Ω1 � îòíîñèòåëüíûå íà÷àëüíûå

÷àñòîòíûå ðàññòðîéêè, ε = Ω1T - èíåðöèîííîñòü ôèëüòðîâ, κ1,2,3 � äîïîëíèòåëüíûå

ñâÿçè. Èç ìîäåëè (4.12) èñêëþ÷åíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ôàçîâîé ïå-

ðåìåííîé φ3, ïîñêîëüêó φ3 = −(φ2 + φ1). Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè àíñàìáëÿ

ïî ìîäåëè (4.12) ñîñòîèò â àíàëèçå îñîáûõ òðàåêòîðèé ìîäåëè (4.12), â ÷àñòíîñòè,

àòòðàêòîðîâ, óñòàíîâëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó àòòðàêòîðàìè è äèíàìè÷åñêèìè ðå-

æèìàìè àíñàìáëÿ, èçó÷åíèå áèôóðêàöèé àòòðàêòîðîâ, âûäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå

ïàðàìåòðîâ îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì.

4.4.2 Ñèíõðîííûå ðåæèìû

Ñèíõðîííûì ðåæèìàì ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè (4.12). Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïî ïåðåìåííûì
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φ1, φ2, φ3 = −(φ1 + φ2) õàðàêòåðèçóþò îøèáêè ñèíõðîíèçàöèè ïîäñòðàèâàåìûõ îò-

íîñèòåëüíî äðóã äðóãà ãåíåðàòîðîâ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü(4.12) ìîæåò èìåòü äî

øåñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, òðè èç êîòîðûõ � ñåäëîâûå. Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíà-

òû ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ôèëüòðîâ ε. Ïðè γ1 = γ2 = 0,

κ1 = κ2 = κ3 = 0 è ε = 0 ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìåþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû:

O1(0, 0, 0, 0) − óñòîé÷èâûé óçåë

O2(0, 0, π, 0) − ñåäëî

O3(−φ∗
1, 0,−φ∗

2, 0) − íåóñòîé÷èâûé óçåë

O4(−π, 0,−π, 0) − ñåäëî

O5(φ
∗
1, 0, φ

∗
2, 0) − íåóñòîé÷èâûé óçåë

O6(−π, 0,−π, 0) − ñåäëî

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ γ1 è γ2 íà âåëè÷èíó îøèáîê ñèíõðîíèçàöèè � êîîð-

äèíàò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì φ1 è φ2. Íà ðèñ.4.13 ïðåä-

ñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îøèáîê ñèíõðîíèçàöèè φ∗ îò íà÷àëüíûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîåê.
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Ðèñ. 4.13: Çàâèñèìîñòü îøèáîê ñèíõðîíèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè(4.12) ïðè κ1 =

κ2 = κ3 = 0 è ε = 0 îò íà÷àëüíûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîåê ãåíåðàòîðîâ.

Óâåëè÷åíèå íà÷àëüíîé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè γ1 (ðèñ.4.13à) ëèáî γ2 (ðèñ.4.13á)

ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ îøèáîê ñèíõðîíèçàöèè. Ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðûõ çíà÷å-

íèé γ1 = γ∗1 èëè γ2 = γ∗2 ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ äâóêðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, â

ðåçóëüòàòå êîòîðîé ãðóáûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 è O2 ñëèâàþòñÿ â îäíî íåãðóáîå

� ñåäëî-óçåë, êîòîðîå çàòåì èñ÷åçàåò � îñóùåñòâëÿåòñÿ ñðûâ ñèíõðîííîãî ðåæèìà íà

ðåæèì áèåíèé ëèáî íà ðåæèì ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè. Èíòåðâàëû íà÷àëü-
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íûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîåê {−γ∗1 , γ∗1} ïðè γ2 = 0 è {−γ∗2 , γ∗2} ïðè γ1 = 0 ÿâëÿþòñÿ

ïîëîñàìè óäåðæàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà.

4.4.3 Àñèíõðîííûå ðåæèìû ìàëîèíåðöèîííûõ ñèñòåì

Äîïóñòèì, ÷òî öåïè óïðàâëåíèÿ ñèñòåì ÔÀÏ ÿâëÿþòñÿ ìàëîèíåðöèîííûìè, ò.å. ìî-

äåëü (4.12) èìååò ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ïðîèçâîäíûõ dy1/dτ è dy2/dτ ( ε≪ 1). Â ýòîì

ñëó÷àå äâèæåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå V ðàçäåëÿþòñÿ íà ¾áûñòðûå¿ è ¾ìåäëåí-

íûå¿. Ïîâåðõíîñòü ìåäëåííûõ äâèæåíèé W , îïðåäåëÿåìàÿ ôóíêöèÿìè

Q1(φ1, φ2, y1) ≡ γ1 − y1 − sinφ1 − sin(φ1 + φ2) = 0, (4.13)

Q2(φ1, φ2, y2) ≡ γ2 − y2 + sinφ1 − sinφ2 = 0,

âåçäå óñòîé÷èâà, òàê êàê

∂Q1(φ1, φ2, y1)

∂y1
+

∂Q2(φ1, φ2, y2)

∂y2
= −2 < 0,

∂Q1(φ1, φ2, y1)

∂y1

∂Q2(φ1, φ2, y2)

∂y2
− ∂Q1(φ1, φ2, y1)

∂y2

∂Q2(φ1, φ2, y2)

∂y1
= 1 > 0.

Ïîâåäåíèå ñèñòåìû (4.12) â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè ìåäëåííûõ äâèæåíèéW

îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

dφ1

dτ
= γ1 − sinφ1 − sin(φ1 + φ2), (4.14)

dφ2

dτ
= γ2 + sinφ1 − sinφ2,

îïðåäåëåííîé íà ôàçîâîì òîðå V1 : {φ1(mod2π), φ2(mod2π)} è çàâèñÿùåé îò ïàðàìåò-
ðîâ γ1 è γ2. Â ñèëó ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòè ìîäåëè (4.14) èññëåäîâàíèå åå îñîáûõ

òðàåêòîðèé òàêæå ïðîâåäåíî ïóòåì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

êîìïëåêñà ïðîãðàìì ÄÍÑ [13].

Íà ðèñ.4.14 ïðèâåäåíî ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2) ìîäåëè (4.14) íà

îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Ðàçáèåíèå ïîëó÷åíî ïóòåì êîìïüþ-

òåðíîãî áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà îñîáûõ òðàåêòîðèé ìîäåëè (4.14). Çäåñü ïóíêòèð-

íîé ëèíèåé âûäåëåíà îáëàñòü DS ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Âíóòðè ýòîé

îáëàñòè ñèñòåìà (4.14) ìîæåò èìåòü øåñòü, ÷åòûðå èëè äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ðàçäåëåíû øòðèõïóíêòèðíûìè

ëèíèÿìè. Ïðè íóëåâûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîéêàõ γ1 = γ2 = 0, ñèñòåìà (4.14) èìååò

øåñòü ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 4.15à): O1 � óñòîé÷èâîå, O2 , O4 ,O6 � ñåäëîâûå,

O3 , O5 � ïîëíîñòüþ íåóñòîé÷èâûå. Ñ óâåëè÷åíèåì íà÷àëüíûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîåê

÷èñëî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå (4.14) óìåíüøàåòñÿ ñíà÷àëà äî ÷åòûðåõ, ïîòîì

äî äâóõ. Ïðè âûõîäå èç îáëàñòè ñ øåñòüþ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ÷åðåç øòðèõïóíê-

òèðíóþ ëèíèþ 1 ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå è èñ÷åçíîâåíèå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ O2 è O3,
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Ðèñ. 4.14: Ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2) ìîäåëè (4.14).

ëèíèþ 2 � O4 è O5, ëèíèþ 3 � O6 è O3, ëèíèþ 4 � O2 è O5, ëèíèþ 5 � O4 è O3, ëèíèþ 6

� O6 è O5. Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè îáëàñòè DS áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íå

çàòðàãèâàþò óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1, îïðåäåëÿþùåãî ñèíõðîííûé ðå-

æèì ðàáîòû àíñàìáëÿ. Îáëàñòü DS ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî

ðåæèìà. Áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïåðåðàñïðåäåëÿþò ôàçîâûå ïîòîêè, òåì

ñàìûì âëèÿþò íà äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ê ðåæèìó ñèíõðîíèçàöèè.

Äâèæåíèÿ íà òîðå, êàêèì ÿâëÿåòñÿ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè (4.14), ïðèíÿ-

òî õàðàêòåðèçîâàòü ÷èñëîì âðàùåíèÿ ν [8], êîòîðîå äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé

ëèáî ðàöèîíàëüíî, ëèáî ðàâíî ±∞, äëÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ÷èñëî ν

èððàöèîíàëüíî. ×èñëî âðàùåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ÷èñåë

ν = i/j, ãäå i è j îïðåäåëÿþò ÷èñëî îáîðîòîâ, ñîâåðøàåìûõ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé

ïî ïåðåìåííûì φ1 è φ2. Íàðàñòàíèå ïåðåìåííûõ φ1 è φ2 õàðàêòåðèçóþò çíà÷åíèÿ

i , j ïîëîæèòåëüíûå, óáûâàíèå - îòðèöàòåëüíûå. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà âðàùåíèÿ

óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûå öèêëîâ, îïðåäåëÿþùèõ ðåãóëÿðíûé ðåæèì ÷àñòè÷íîé êâà-

çèñèíõðîíèçàöèè, èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ν = 0/1; 0/−1; 1/0; −1/0; 1/−1;

−1/1. Íà ðèñ.4.14 ñåðûì öâåòîì âûäåëåíû îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå ñóùåñòâóþò ðå-

æèìû ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ìîäåëè (4.14) äëÿ çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèñèíõðîíûõ ðåæèìîâ ïðåäñòàâëå-

íû íà ðèñ.4.15á,â,ä,å,ç,è. Ñèñòåìà (4.14) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ
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Ðèñ. 4.15: Ôàçîâûå ïîðòðåòû ìîäåëè (4.14) â îáëàñòÿõ DZ (à), D0,1 (á,â), D0,1 (ã), D1,0

(ä,å), D1,0 (æ), D1,−1 (ç,è), D1,−1 (ê), D1,1 (ë), êâàçèðåãóëÿðíîãî ðåæèìà áèåíèé (ì).
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Π : (γ1, γ2, φ1, φ2) → (−γ1,−γ2, −φ1,−φ2), ïîýòîìó ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðèâåäåíû

ëèøü äëÿ îáëàñòåé ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé γ1. Îáëàñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòó-

ðó, èõ ãðàíèöàìè ñëóæàò áèôóðêàöèîííûå êðèâûå ïåòåëü ñåïàðàòðèñ ñåäåë è ñåäëî-

óçëîâ, à òàêæå äâóêðàòíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ [?].

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðî-

íèçàöèè è òðàíñôîðìàöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì îáëàñòÿì ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà

ïðèìåðå îáëàñòè D0,1 (ðèñ.4.14). Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âíå îáëàñòè DS ôàçîâûé

ïîðòðåò ñèñòåìû (4.14) ñîäåðæèò äâà ïðåäåëüíûõ öèêëà: óñòîé÷èâûé L0,1 è íåóñòîé-

÷èâûé Ã 0,1 (ðèñ.4.15á). Ïðè âûõîäå èç îáëàñòè D0,1 ÷åðåç ëåâóþ èëè ïðàâóþ ãðàíè-

öó ïðåäåëüíûå öèêëû ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè.

Ïðè âûõîäå èç îáëàñòè D0,1 ÷åðåç ïóíêòèðíóþ ëèíèþ, ìåæäó òî÷êàìè a è b, â ðå-

çóëüòàòå ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëî-óçëà èñ÷åçàåò öèêë L0,1, íåóñòîé÷èâûé öèêë Ã 0,1

ñîõðàíÿåòñÿ (ðèñ.4.15á). Èç áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòè êâàçè-

ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ ìîãóò ïðîíèêàòü â îáëàñòü DS, ïîðîæäàÿ òåì ñàìûì îáëàñòè

ñ áèñòàáèëüíûì ïîâåäåíèåì � ñîâìåñòíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî è êâàçèñèí-

õðîííîãî ðåæèìîâ. Îáëàñòè áèñòàáèëüíîãî ïîâåäåíèÿ èìåþò êëèíîîáðàçíûé âèä,

ãðàíèöàìè ýòèõ îáëàñòåé ñëóæàò áèôóðêàöèîííûå êðèâûå "óñòîé÷èâûõ"ïåòåëü ñå-

ïàðàòðèñ (c îòðèöàòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé σ < 0) è äâóêðàòíîãî ïðåäåëüíîãî

öèêëà, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ â òî÷êå, ãäå σ = 0. Íà ðèñ.4.14 òî÷êè, ãäå ñåäëîâàÿ

âåëè÷èíà σ îáðàùàåòñÿ íîëü, îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé.

Íà ðèñ.4.14 îòìå÷åíû îáëàñòè D0,1, D0,−1, D−1,1, D1,−1, D1,0, D−1,0, ãäå ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå ïîäåëè (4.10) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò ñîâìåñòíî ñ íåóñòîé-

÷èâûìè ïðåäåëüíûìè öèêëàìè (ðèñ.4.15ã,æ,ê). Îòìå÷åííûå îáëàñòè îãðàíè÷åíû áè-

ôóðêàöèîííûìè êðèâûìè "íåóñòîé÷èâûõ"(σ > 0) ïåòåëü ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ èëè

ñåäëî-óçëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Íåóñòîé÷èâûå öèêëû íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ

íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû, èõ ðîëü â äèíàìèêå ìîäåëè (4.14) ñâîäèòñÿ ê ðàñïðåäå-

ëåíèþ ôàçîâûõ ïîòîêîâ, à â àíñàìáëå ê âëèÿíèþ íà ïðîöåññû óñòàíîâëåíèÿ ðåæè-

ìà ñèíõðîíèçàöèè. Âíå îáëàñòåé DS, D0,1, D0,−1, D−1,1, D1,−1, D1,0, D−1,0 â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå ïîäåëè (4.10) ñóùåñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå äâèæå-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãóëÿðíûì è êâàçèðåãóëÿðíûì ðåæèìàì áèåíèé. Íà ðèñ.4.14

øòðèõîâêîé âûäåëåíû îáëàñòè D1,1 è D−1,−1 ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ âðàùàòåëü-

íûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ L1,1 è L−1,−1. Íà ðèñ.4.15ë ïðèâåäåí ôàçîâûå ïîðòðåò õàðàê-

òåðíûé äëÿ îáëàñòè D1,1, âèäíî, ÷òî ðåãóëÿðíûå àñèíõðîííûå ðåæèìû ìîãóò ñóùå-

ñòâîâàòü ñîâìåñòíî ñ ñèíõðîííûì ðåæèìîì. Îáëàñòè àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ óçêèìè

êëèíüÿìè ïðîíèêàþò â îáëàñòü DS, ñòðóêòóðà òàêèõ êëèíüåâ àíàëîãè÷íà ñòðóêòó-

ðå îáëàñòåé ñîâìåñòíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííûõ è êâàçèñèíõðîííûõ ðåæèìîâ

� èõ ãðàíèöàìè ñëóæàò áèôóðêàöèîííûå êðèâûå óñòîé÷èâûõ ïåòåëü ñåïàðàòðèñ è
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äâîéíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè, ãäå σ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî êîëüöåâîé àíñàìáëü, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ôàçî-

âûõ ñèñòåì ñ ìàëîèíåðöèîííûìè öåïÿìè óïðàâëåíèÿ, ìîæåò ðàáîòàòü â ñèíõðîííîì

ðåæèìå, ðåãóëÿðíûõ ðåæèìàõ ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè è ðåãóëÿðíûõ ðåæè-

ìàõ áèåíèé. Â ïëîñêîñòè íà÷àëüíûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîåê ïðîâåäåíî ðàçáèåíèå ïðî-

ñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ íà îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ ðåæèìîâ è èçó÷åíû ãðàíèöû

ýòèõ îáëàñòåé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñèñòåìå ìîæåò áûòü äî øåñòè ñîñòîÿíèé ðàâíî-

âåñèÿ, îäíî èç êîòîðûõ, O1 � óñòîé÷èâîå. Îíî è îïðåäåëÿåò ñèíõðîííûé ðåæèì ðà-

áîòû àíñàìáëÿ. Âûÿâëåíî, ÷òî îáëàñòü çàõâàòà â ñèíõðîííûé ðåæèì íå ñîâïàäàåò

ñ îáëàñòüþ åãî óäåðæàíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæè-

ìîâ ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè è ðåæèìîâ áèåíèé âêëèíèâàþòñÿ âíóòðü îáëà-

ñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèåé 1. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðàíèöàìè

îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿþòñÿ êðèâûå

"óñòîé÷èâûõ"ïåòåëü ñåïàðàòðèñ è äâóêðàòíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà.

4.4.4 Èíåðöèîííûå ñèñòåìû

Ïðè γ1 = 0, ε≪ 0 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè (4.14) ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ äâà

òèïà àòòðàêòîðîâ: ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1 è ïðåäåëüíûé öèêë L0,1. Çàôèêñèðóåì

γ1 = 0 è ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ ýòèõ àòòðàêòîðîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì îáëàñòåé íà

ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (ε, γ2) (ðèñ.4.16).

Êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè (4.12) íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ε, ñëå-

äîâàòåëüíî, ÷èñëî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è îáëàñòè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ó ìîäåëåé (4.12)

è (4.14) ñîâïàäàþò.

Íà ðèñ.4.16 âûäåëåíà îáëàñòü DS ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ O1. Ýòà îáëàñòü ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åíà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé äâóêðàò-

íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ 1 ), c äðóãîé ñòîðîíû � êðèâîé, ãäå

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü (ëèíèÿ 2 ). Ïåðâàÿ ëÿïóíîâñêàÿ âåëè-

÷èíà íà êðèâîé ñìåíû óñòîé÷èâîñòè îòðèöàòåëüíàÿ, ïîòîìó ïðè âûõîäå èç îáëàñòè

DS ÷åðåç ëèíèþ 2 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå V ìîäåëè (4.12) ìÿãêî ðîæäàåòñÿ óñòîé÷è-

âûé êîëåáàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë L0. Â àíñàìáëå âîçíèêàåò ðåãóëÿðíûé ðåæèì

ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè. Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ãðàíèöû ñìåíû óñòîé÷èâîñòè

öèêë L0 òðàíñôîðìèðóåòñÿ â êîëåáàòåëüíûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð S0. Õàîòèçàöèÿ

êîëåáàòåëüíîãî àòòðàêòîðà L0 ìîæåò ïðîõîäèòü ïî äâóì ñöåíàðèÿì. Îäèí ñöåíàðèé

îïðåäåëÿåòñÿ êàñêàäîì áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà öèêëà L0, äðóãîé � ðàçðóøå-

íèåì äâóìåðíîãî èíâàðèàíòíîãî òîðà T0, êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ñìåíå óñòîé÷è-

âîñòè öèêëà L0 â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêåðà. Íà ðèñ.4.16 îòìå÷åíû

îáëàñòè D0 è Dch
0 ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíîãî è õàîòè÷åñêîãî êîëåáàòåëüíûõ àòòðàê-
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Ðèñ. 4.16: Ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (ε, γ2) ìîäåëè (4.12) ïðè γ1 = 0

òîðîâ, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ 3 îòðàæàåò ïåðâóþ áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà öèêëà

L0, ëèíèÿ 4 � áèôóðêàöèþ Íåéìàðêà-Ñàêåðà. Íà ðèñ.4.17 ïðèâåäåíû ïðîåêöèè êîëå-

áàòåëüíûõ àòòðàêòîðîâ ìîäåëè (4.12) ïðè γ1=0: èíâàðèàíòíîãî òîðà T0 (ðèñ.4.17à),

õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ S0 ñ ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòüþ DL = 2.04 (ðèñ.4.17á) è

DL = 3.14 (ðèñ.4.17â), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàçðóøåíèÿ èíâàðèàíòíîãî

òîðà T0. Àòòðàêòîð S0 íà ðèñ.4.17ã åñòü ðåçóëüòàò áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà

öèêëà L0, îí èìååò ðàçìåðíîñòü DL = 2.33.

Êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûå àòòðàêòîðû òèïà [0,1] (c èíäåêñîì âðàùåíèÿ [0,1])

ñóùåñòâóþò â îáëàñòè D0,1. Ýòà îáëàñòü îãðàíè÷åíà áèôóðêàöèîííûìè êðèâûìè:

ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëî-óçëà � ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ 1 ñëåâà îò òî÷êè b; óñòîé÷èâîé

ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëà (ñåäëî-ôîêóñà) O4 � ëèíèÿ 5 ; äâóêðàòíîãî êîëåáàòåëüíî-

âðàùàòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà � ëèíèÿ 6. Ëèíèè 5 è 6 ñîåäèíÿþòñÿ â òî÷êå

C, ãäå îáðàùàåòñÿ â íîëü ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà σ ñåäëî-ôîêóñà O4. Âíóòðè îáëàñòè

D0,1 ðàñïîëàãàåòñÿ áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëî-ôîêóñà ñ ïîëî-

æèòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé σ, ñîãëàñíî [11], â îêðåñòíîñòè ýòîé êðèâîé ðàñïî-

ëàãàþòñÿ êðèâûå êàñàòåëüíûõ è óäâîåíèÿ ïåðèîäà áèôóðêàöèé ðàçëè÷íûõ ïðåäåëü-

íûõ öèêëîâ òèïà [0,1]. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè D0,1

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ïðåäåëüíûå öèêëû òè-

ïà [0,1], ýòè ïðåäåëüíûå öèêëû â ðåçóëüòàòå êàñêàäà áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà

ìîãóò òðàíñôîðìèðîâàòüñÿ â õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû S0,1 òèïà [0,1]. Íà ðèñ.4.17ä,å

ïðåäñòàâëåíû ïðîåêöèè õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ òèïà [0,1] ñôîðìèðîâàííûå íà áàçå
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(à) (á)

(â) (ã)

(ä) (å)

(æ) (ç)

Ðèñ. 4.17: Ïðîåêöèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ è îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå àòòðàêòîðîâ ìî-

äåëè (4.12), ñîîòâåòñòâóþùèå êâàçèñèíõðîííûì ðåæèìàì: ãëîáàëüíûì êâàçèðåãó-

ëÿðíûì ïðè γ2 = 0.04, ε = 0.7 (à); ãëîáàëüíûì õàîòè÷åñêèì ïðè γ2 = 0.04, ε =

0.704, 0.707 (á,â); γ2 = 0.9, ε = 4.35 (ã); õàîòè÷åñêèì òèïà [0,1] ïðè γ2 = 0.626, ε =

6, (ä) è γ2 = 0.322, ε = 9.15 (å); õàîòè÷åñêèì òèïà [-1,1] ïðè γ2 = 0.606, ε = 4 (æ);

õàîòè÷åñêîìó ðåæèìó áèåíèé ïðè γ2 = 0.2, ε = 7.6 (ç).
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ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ òèïà [0,1]. Õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû S0,1 íà ðèñ.4.17ä

è ðèñ.4.17å èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðíîñòè DL = 2.61 (ðèñ.4.17ä) è DL = 2.56

(ðèñ.4.17å).

Â îáëàñòè D−1,1 ñóùåñòâóþò àòòðàêòîðû òèïà [-1,1]. Ñâåðõó ýòó îáëàñòü îãðàíè-

÷èâàåò ëèíèÿ 8� äâóêðàòíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòîé ëèíèè ñâåð-

õó âíèç â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë L−1,1,

êîòîðûé ïðè óìåíüøåíèè γ2 ÷åðåç ñåðèþ áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà òðàíñôîð-

ìèðóåòñÿ â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð S−1,1 (ðèñ.4.17æ). Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè

γ2 õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ðàçðóøàåòñÿ è ñèñòåìà (4.12) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ

ïåðåõîäèò ëèáî íà ðåæèìû îïèñàííûå âûøå, ëèáî íà ðåæèìû áèåíèé. Íà ðèñ.4.16

øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ 9 îòâå÷àåò çà ïåðâóþ áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà öèêëà

L−1,1. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëîâ L
(2)
−1,1 óäâîåííîãî, L

(4)
−1,1 ó÷åòâåðåííîãî è áîëåå

áîëüøèõ ïåðèîäîâ, òàêæå êàê è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà S−1,1 â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå ìàëû, ïîýòîìó íà ðèñ.4.16 íå âûäåëåíû.
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Ðèñ. 4.18: Ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2) ìîäåëè (4.12) ïðè ε = 4.3. Îá-

ëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà è ðåæèìîâ ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçà-

öèè (à). Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè è ðåæèìîâ

áèåíèé (á).

Ðèñ.4.18 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (4.12)

â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ (γ1, γ2). Ïðè ðàññìîòðåííîì çíà÷åíèè ε = 4.3 äèíàìèêà àí-

ñàìáëÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ âûñîêîé ñòåïåíüþ ìóëüòèñòàáèëüíîñòè, ïîýòîìó ðàçáèåíèå

ïëîñêîñòè (γ1, γ2) ïðåäñòàâëåíî â âèäå äâóõ ðàçäåëüíûõ êàðòèí: äëÿ ñèíõðîííîãî

ðåæèìà è ðåæèìîâ ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè (ðèñ.4.18à) è äëÿ ðåæèìîâ ÷à-

ñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè è ðåæèìîâ áèåíèé (ðèñ.4.18á). Îáúåäèíåíèå ðèñ.4.6à

è ðèñ.4.18á îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ àíñàìáëÿ èç òðåõ ôàçî-
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âûõ ñèñòåì ñ èíåðöèîííûìè öåïÿìè óïðàâëåíèÿ. Îáîçíà÷åíèÿ îáëàñòåé è êðèâûõ íà

ðèñ.4.18 àíàëîãè÷íû îáîçíà÷åíèÿìè, ïðèíÿòûì ðèñ.4.16. Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåí-

íîñòè äèíàìèêè àíñàìáëÿ, îáóñëîâëåííûå èíåðöèîííîñòüþ öåïåé óïðàâëåíèÿ ñèñòåì

ÔÀÏ ( ïàðàìåòðîì ε).

Óâåëè÷åíèå èíåðöèîííîñòè ïðèâîäèò ê ñìåíå óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ðåæè-

ìà è âîçíèêíîâåíèþ ðåæèìà ðåãóëÿðíîé ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè. Îáëàñòü

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìà ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè íà ïëîñêîñòè íà÷àëüíûõ ÷à-

ñòîòíûõ çàðîæäàåòñÿ â òî÷êå íóëåâûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîåê è äàëåå ðàñïðîñòðàíÿ-

åòñÿ ê ãðàíèöàì îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ïîâòîðÿÿ åå ôîðìó

(ðèñ.4.18à). Â ðåçóëüòàòå îáëàñòü DS ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà ïðèîáðå-

òàåò ôîðìó êîëüöà, êîòîðîå ñóæàåòñÿ ñ ðîñòîì ε.

Ðåæèì ðåãóëÿðíîé ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè ñ ðîñòîì ε òåðÿåò óñòîé÷è-

âîñòü â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïå-

ðèîäà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ðåæèìà õàîòè÷åñêîé ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçà-

öèè. Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìà õàîòè÷åñêîé ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè

íà ïëîñêîñòè (γ1, γ2) ñíà÷àëà èìååò ôîðìó êîëüöà, êîòîðîå ïðè óâåëè÷åíèè ε ïðåîá-

ðàçóåòñÿ â øåñòü èçîëèðîâàííûõ îáëàñòåé Dch
0 (ðèñ.4.18à). Íà ðèñ.4.18à îáëàñòè D0

åñòü îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìà ðåãóëÿðíîé ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè.

Èçìåíåíèÿ îáëàñòåé D0,1, D0,−1, D−1,1, D1,−1, D1,0 è D−1,0 ÷àñòè÷íîé ðåãóëÿðíîé

êâàçèñèíõðîíèçàöèè ñ ðîñòîì ε àíàëîãè÷íû. Âî-ïåðâûõ, îíè óâåëè÷èâàþòñÿ â ðàç-

ìåðå, âî-âòîðûõ, âñå áîëüøå ïðîíèêàþò â îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-

ñèÿ, íàêîíåö, îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèñèíõðîííûõ ðåæèìîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ,

à òàêæå àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ, íà÷èíàþò ïåðåñåêàòüñÿ, ïîðîæäàÿ âûñîêóþ ñòåïåíü

ìóëüòèñòàáèëüíîñòè. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå åùå íà îäèí ôàêò, êîòîðûé óñëîæ-

íÿåò êîëëåêòèâíóþ äèíàìèêó àíñàìáëÿ. Ðàíåå, ïðè ε≪ 1, îáëàñòè D0,1, D0,−1, D−1,1,

D1,−1, D1,0 è D−1,0 îòâå÷àëè çà ñóùåñòâîâàíèå íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ Ã 0,1, Ã 0,−1, Ã−1,1,

Ã 1,−1, Ã 1,0 è Ã−1,0 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè îáëàñòè áûëè îãðàíè÷åíû áèôóðêàöèîííû-

ìè êðèâûìè ïåòåëü ñåïàðàòðèñ ñåäåë (ñåäëî-óçëîâ) ñ ïîëîæèòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè-

÷èíîé. Âûõîä èç ýòèõ îáëàñòåé íå ïðèâîäèë ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ àòòðàêòîðîâ,

à ëèøü îáóñëàâëèâàë ïåðåðàñïðåäåëåíèå ôàçîâûõ ïîòîêîâ è èçìåíåíèÿ â ïåðåõîä-

íûõ ïðîöåññàõ ê ðåæèìó ñèíõðîíèçàöèè. Óâåëè÷åíèå ε1 ïðåâðàùàåò ñåäëà â ñåäëî-

ôîêóñû, ÷òî, ñîãëàñíî, âëå÷åò çà ñîáîé ïîÿâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ íîâûõ

áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ, à â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå � ñëîæíîé äèíàìèêè, âïëîòü

äî õàîòè÷åñêîé. Ïðè ε íå ìàëûõ ãðàíèöû îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèñèíõðîííûõ

ðåæèìîâ èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, îáóñëîâëåííóþ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì àòòðàê-

òðîâ îäíîãî òèïà (ñ îäèíàêîâûì èíäåêñîì âðàùåíèÿ). Íà ðèñ.4.18á òàêèìè ãðàíè-

öàìè ÿâëÿþòñÿ ëèíèè 9, 10, 12. Ýòè ëèíèè íå ñâÿçàíû ñ êàêîé-ëèáî áèôóðêàöèåé

àòòðàêòîðà ñèñòåìû (4.12), à ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíîé îöåíêîé îáëàñòè ñóùåñòâîâà-

75



íèÿ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ àòòðàêòîðîâ, ëèáî âðàùàòåëüíûõ àòòðàêòîðîâ òèïà

[1,-1] èëè [-1,1].

Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ áèåíèé Di,j ñ ðîñòîì ε ðàñøèðÿþòñÿ, ïåðåñå-

êàþòñÿ ìåæäó ñîáîé è âñå ãëóáæå ïðîíèêàþò â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèñèí-

õðîííûõ è ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ. Íà ðèñ.4.18á ãðàíèöû îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-

æèìîâ áèåíèé ïðîâåäåíû øòðèõ�ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè, à ñàìè îáëàñòè îòìå÷åíû

øòðèõîâêîé. Ýâîëþöèÿ îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ Li,j àíàëîãè÷íà

òðàíñôîðìàöèÿì îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, îïðåäåëÿþùèõ

ðåæèìû ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííîå êîëüöî èç òðåõ ôàçîóïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ ñ ôèëü-

òðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé, â ðàìêàõ ââåäåííîé êëàññèôèêà-

öèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, äåìîíñòðèðóåò âñå âîçìîæíûå òèïû ðåæèìîâ: ñèíõðîí-

íûå, ðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå ðåæèìû ãëîáàëüíîé è ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçà-

öèè, ðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå ðåæèìû áèåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ââåäåíèå äîïîëíè-

òåëüíûõ ñâÿçåé, à òàêæå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ íå áóäåò õàðàêòåðè-

çîâàòüñÿ ïîÿâëåíèåì íîâûõ ðåæèìîâ.

4.4.5 Äîïîëíèòåëüíûå ñâÿçè â ìàëîèíåðöèîííûõ ñèñòåìàõ

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó âëèÿíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé íà äèíàìèêó àíñàìáëÿ èç òðåõ

ãåíåðàòîðîâ. ×èñëåííûé àíàëèç îñîáûõ òðàåêòîðèé ìîäåëè (4.12) ñâèäåòåëüñòâóåò î

òîì, ÷òî ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî øèðîêèå äèàïàçîíû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ κ1, κ2, κ3,

â êîòîðûõ äèíàìèêà àíñàìáëÿ êà÷åñòâåííî ñîõðàíÿåò ñâîéñòâà äèíàìèêè àíñàìáëÿ

áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé. Äàëåå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ κ1, κ2, κ3 èç ýòèõ äèàïàçîíîâ

áóäåì íàçûâàòü ¾ñëàáûìè¿ ñâÿçÿìè. Ââåäåíèå ñëàáûõ ñâÿçåé, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå

ïðèâîäèò íè ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, íè ê èçìåíåíèÿì ñòðóêòóðû

ãðàíèö ñóùåñòâîâàíèÿ óñòàíîâëåííûõ ðàíåå (ïðè κ1=κ2=κ3=0) äèíàìè÷åñêèõ ðåæè-

ìîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââåäåíèå äàæå îäíîé ñëàáîé ñâÿçè ïîçâîëÿåò êîððåêòèðîâàòü

φ∗
1, φ

∗
2, φ

∗
3 îøèáêè ðåæèìà ñèíõðîíèçàöèè, à òàêæå âëèÿòü íà îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ

ñèíõðîííîãî ðåæèìà. Èçó÷åíèå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè (4.12) ïðè κ1,2,3 ̸= 0

ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñâÿçåé ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü ôàçîâûå îøèáêè ðåæèìà

ñèíõðîíèçàöèè, à òàêæå èçìåíÿòü äèàïàçîí íà÷àëüíûõ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîåê, äîáè-

âàÿñü óâåëè÷åíèÿ îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà.

Ñëàáûå ñâÿçè

Íà ðèñ.4.19 ïðèâåäåíà ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2) ìîäåëè (4.12) ïðè ñëà-

áûõ ñâÿçÿõ. Îíà êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2)

ìîäåëè (4.12) â îòñóòñòâèè ñâÿçåé [?]. Çäåñü ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ 1 îãðàíè÷èâàåò îá-
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Ðèñ. 4.19: Ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2) ìîäåëè (4.14) ïðè ñëàáûõ ñâÿçÿõ

κ1=0.1, κ2 = 0.2, κ3 = 0.6.

ëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè (4.12). Ýòà îáëàñòü ñîäåðæèò

âíóòðè ñåáÿ äâå îáëàñòè òðåóãîëüíîãî âèäà, îãðàíè÷åííûå ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè

2 è 3. Ñèñòåìà (4.12) â ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé òðåóãîëüíîãî âèäà èìååò øåñòü ñîñòî-

ÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 4.3à); âíóòðè òðåóãîëüíèêîâ, íî âíå îáëàñòè èõ ïåðåñå÷åíèÿ �

÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ; âíå òðåóãîëüíèêîâ � äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îäíî

èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ âñåãäà óñòîé÷èâî, ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O1(φ
∗
1, φ

∗
2). Òà-

êèì îáðàçîì îáëàñòü DS ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ

ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè (4.12).

Íà ðèñ.4.19 ñåðûì öâåòîì âûäåëåíû îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå ñóùåñòâóþò ðå-

æèìû ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ìîäåëè (4.12) äëÿ çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèñèíõðîíûõ ðåæèìîâ ïðåäñòàâëå-

íû íà ðèñ.4.15á,â,ä,å,ç,è. Ñèñòåìà (4.12) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Π : (γ1, γ2, φ1, φ2) → (−γ1,−γ2, −φ1,−φ2), ïîýòîìó ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðèâåäåíû

ëèøü äëÿ îáëàñòåé ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé γ1. Îáëàñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ÷àñòè÷íîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòó-

ðó � èõ ãðàíèöàìè ñëóæàò áèôóðêàöèîííûå êðèâûå ïåòåëü ñåïàðàòðèñ ñåäåë (øòðèõ�

ïóíêòèðíûå ëèíèè), ñåäëî-óçëîâ (ïóíêòèðíûå ëèíèè) è äâóêðàòíûõ ïðåäåëüíûõ öèê-

ëîâ (ñïëîøíûå ëèíèè).

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ãðàíèö îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ÷àñòè÷íîé êâà-
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çèñèíõðîíèçàöèè è òðàíñôîðìàöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì îáëàñòÿì ôàçîâûõ ïîðò-

ðåòîâ íà ïðèìåðå îáëàñòè D1,0 (ðèñ.4.19). Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âíå îáëàñòè

DS ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (4.12) ñîäåðæèò äâà ïðåäåëüíûõ öèêëà: óñòîé÷èâûé

L1,0 è íåóñòîé÷èâûé Ã 1,0 (ðèñ.4.15å). Ïðè âûõîäå èç îáëàñòè D1,0 ÷åðåç âåðõíþþ èëè

íèæíþþ ãðàíèöó ïðåäåëüíûå öèêëû ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé

áèôóðêàöèè. Ïðè âûõîäå èç îáëàñòè D1,0 ÷åðåç ïóíêòèðíóþ ëèíèþ, ìåæäó òî÷êàìè

A è B, â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëî-óçëà èñ÷åçàåò öèêë L1,0,

íåóñòîé÷èâûé öèêë Ã 1,0 ñîõðàíÿåòñÿ (ðèñ.4.15æ). Èç áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà ñëå-

äóåò, ÷òî îáëàñòè êâàçèñèíõðîííûõ ðåæèìîâ ìîãóò ïðîíèêàòü â îáëàñòü DS, òåì

ñàìûì ïîðîæäàÿ îáëàñòè ñ áèñòàáèëüíûì ïîâåäåíèåì � ñîâìåñòíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ

ñèíõðîííîãî è êâàçèñèíõðîííîãî ðåæèìîâ. Îáëàñòè áèñòàáèëüíîãî ïîâåäåíèÿ èìå-

þò êëèíîîáðàçíûé âèä, ãðàíèöàìè ýòèõ îáëàñòåé ñëóæàò áèôóðêàöèîííûå êðèâûå

¾óñòîé÷èâûõ¿ (c îòðèöàòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé σ<0) ïåòåëü ñåïàðàòðèñ è äâó-

êðàòíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ â òî÷êå, ãäå σ = 0. Íà ðèñ.4.19

òî÷êè, ãäå ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà σ îáðàùàåòñÿ íîëü, îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé.

Íà ðèñ.4.1 îòìå÷åíû îáëàñòè D0,1, D0,−1, D−1,1, D1,−1, D1,0, D−1,0, ãäå â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè (4.12) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò ñîâìåñòíî ñ íåóñòîé-

÷èâûìè ïðåäåëüíûìè öèêëàìè (ðèñ.4.15ã,æ,ê). Îòìå÷åííûå îáëàñòè îãðàíè÷åíû áè-

ôóðêàöèîííûìè êðèâûìè ¾íåóñòîé÷èâûõ¿ (σ>0) ïåòåëü ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ èëè

ñåäëî-óçëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Íåóñòîé÷èâûå öèêëû íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ

íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû, èõ ðîëü â äèíàìèêå ìîäåëè (4.12) ñâîäèòñÿ ê ðàñïðåäå-

ëåíèþ ôàçîâûõ ïîòîêîâ, à â àíñàìáëå � ê âëèÿíèþ íà õàðàêòåð è äëèòåëüíîñòü

ïðîöåññîâ óñòàíîâëåíèÿ ðåæèìà ñèíõðîíèçàöèè. Âíå îáëàñòåé DS, D0,1, D0,−1, D−1,1,

D1,−1, D1,0, D−1,0 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîäåëè (4.12) ñóùåñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå

(ðèñ.4.3ç) è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå (ðèñ.4.15æ) äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãóëÿð-

íûì è êâàçèðåãóëÿðíûì ðåæèìàì áèåíèé. Íà ðèñ.4.19 øòðèõîâêîé âûäåëåíû îá-

ëàñòè D1,1 è D−1,−1 ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ âðàùàòåëüíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ

L1,1 è L−1,−1. Íà ðèñ.4.15ë ïðèâåäåí îäèí èç ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ äëÿ îáëàñòè D1,1,

âèäíî, ÷òî ðåãóëÿðíûå àñèíõðîííûå ðåæèìû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñîâìåñòíî ñ ñèí-

õðîííûì ðåæèìîì. Îáëàñòè àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ óçêèìè êëèíüÿìè ïðîíèêàþò â

îáëàñòü DS, ñòðóêòóðà òàêèõ êëèíüåâ àíàëîãè÷íà ñòðóêòóðå îáëàñòåé ñîâìåñòíîãî

ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííûõ è êâàçèñèíõðîííûõ ðåæèìîâ � èõ ãðàíèöàìè ñëóæàò áè-

ôóðêàöèîííûå êðèâûå óñòîé÷èâûõ ïåòåëü ñåïàðàòðèñ è äâîéíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ,

èñõîäÿùèõ èç òî÷êè, ãäå σ = 0.
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Ñèëüíûå ñâÿçè

Ñèëüíûå ñâÿçè õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîÿâëåíèåì íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, íîâûõ

áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ è, êàê ñëåäñòâèå, íîâîé ñòðóêòóðîé ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëè (4.12). Íà ðèñ.4.20 ïðèâåäåíà ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2), íà

ðèñ.4.5 íåêîòîðûå ôàçîâûå ïîðòðåòû ìîäåëè (4.14) â ñëó÷àå ñèëüíûõ ñâÿçåé. Â ñèëó

èíâàðèàíòíîñòè (4.14) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Π êàðòèíû ïðåäñòàâëåíû äëÿ

γ1 ≥ 0. Ñëåäñòâèåì âëèÿíèÿ ñèëüíûõ ñâÿçåé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íà áèôóðêàöèîííûõ

(à) (á)

Ðèñ. 4.20: Ñòðóêòóðà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2) ìîäåëè (4.14) ïðè ñèëüíûõ ñâÿ-

çÿõ κ1=0.1, κ2=0.9, κ3=0.9. (a). Óâåëè÷åííûé ôðàãìåíò (êà÷åñòâåííûé) ïëîñêîñòè

ïàðàìåòðîâ (γ1, γ2) ìîäåëè (4.14) ïðè ñèëüíûõ ñâÿçÿõ (á).

êðèâûõ äâóêðàòíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ òî÷åê êîðàçìåðíîñòè äâà, îòâå÷àþùèõ

ñóùåñòâîâàíèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå V ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñ äâóìÿ íóëåâûìè

õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè (áèôóðêàöèÿ Áîãäàíîâà) [?]. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðè-

ìåíòå íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî òàêèå òî÷êè ïîÿâëÿþòñÿ íà ëèíèÿõ 1,2,3 îäíîâðåìåí-

íî, ïðè÷åì, â ñèëó ñèììåòðèè, íà ëèíèè 1 òàêèå òî÷êè ïîÿâëÿþòñÿ â äâóõ ìåñòàõ.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ κ1 = 0.1, κ2 = 0.9 ãðàíèöåé ñëàáûõ è ñèëüíûõ ñâÿçåé ñëóæèò

çíà÷åíèå κ3 = 0.654546. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå κ3 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íà ëèíèè 1

îòðåçêà (a1, a2), ãäå ó ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ óçëîâàÿ ÷àñòü íåóñòîé÷èâà, à íà ëèíèè 2

îòðåçêà (b1, b2), ãäå ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñ óñòîé÷èâîé óçëîâîé ÷àñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ â ñëó÷àå ñèëüíûõ

ñâÿçåé ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî â äâóõ ìåñòàõ: â îêðåñòíîñòè ëèíèè 1 è â îêðåñò-

íîñòè ëèíèè 2 (ëèíèè 3 ). Íà ëèíèè 1 èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò â îêðåñòíîñòè îòðåçêà
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Ðèñ. 4.21: Ôàçîâûå ïîðòðåòû ìîäåëè (4.12) â îáëàñòÿõ DS (à), D0 (á), DS1 (â), D0

(ã,ä,å).

(a1, a2). Îòðåçîê (a1, a2) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãðàíèö îáëàñòè DS, ãäå âñå ñîñòîÿíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ ñèñòåìû (4.12) íåóñòîé÷èâû (ðèñ.4.21à). Äðóãîé ãðàíèöåé îáëàñòèDS ñëóæèò

êðèâàÿ ñìåíû óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 ÷åðåç áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-

Õîïôà. Íà ðèñ.4.4 ýòîé ãðàíèöå îòâå÷àåò ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè a1 è

a2. Ïåðâàÿ ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà L íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé Àíäðîíîâà-Õîïôà

ïîëîæèòåëüíà (L>0), ïîýòîìó ñìåíà óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 ñîïðî-

âîæäàåòñÿ ðîæäåíèåì íåóñòîé÷èâîãî êîëåáàòåëüíîãî öèêëà Ã 0 (ðèñ.4.21á). Ïî ìåðå

óäàëåíèÿ îò áèôóðêàöèîííîé êðèâîé ñìåíû óñòîé÷èâîñòè ïðåäåëüíûé öèêë Ã 0 èñ-

÷åçàåò â ïåòëþ ñåïàðàòðèñ 1-ãî ðîäà ñåäëà O4. Íà ðèñ.4.20 áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ

ïåòëè ñåïàðàòðèñ èçîáðàæåíà øòðèõ-ïóíêòèðíîé ëèíèåé, îíà îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü

D0 íåóñòîé÷èâîãî êîëåáàòåëüíîãî öèêëà Ã 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñèëüíûõ ñâÿçÿõ ìå-

íÿåòñÿ ñòðóêòóðà ãðàíèö îáëàñòè DS ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà. Â ñëó÷àå

ñèëüíûõ ñâÿçåé îáëàñòü DS íå ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ, îíà îãðàíè÷åíà áèôóðêàöèîííûìè êðèâûìè äâóêðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ è Àíäðîíîâà-Õîïôà. Çàìåòèì, ÷òî â îáëàñòè D0 áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷è-

âîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 îãðàíè÷åí öèêëîì Ã 0, ðàçìåð êîòîðîãî ìàë. Ïîýòîìó
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ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè D0 âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ñèíõðîííîãî ðå-

æèìà ìàëà, â ñâÿçè ñ ÷åì, îáëàñòü D0 ìîæíî èñêëþ÷èòü èç îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ

ñèíõðîííîãî ðåæèìà.

Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ â îêðåñòíîñòè ëèíèè 2 êà÷åñòâåííî ïðåä-

ñòàâëåíà íà ðèñ.4.20á. Çäåñü â îáëàñòè DS1 ñèñòåìà (4.12) èìååò äâà óñòîé÷èâûõ

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O1 è O3 (ðèñ.4.21â), ò.å. â àíñàìáëå îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóåò

äâà ñèíõðîííûõ ðåæèìà. Îáëàñòè DS1 ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åíà îòðåçêîì (b1, b2)

áèôóðêàöèîííîé êðèâîé äâóêðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû áè-

ôóðêàöèîííîé êðèâîé Àíäðîíîâà-Õîïôà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ìåæäó òî÷êàìè b1 è b2).

Â òî÷êå C ïåðâàÿ ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà ðàâíà íóëþ (L = 0). Ñïðàâà îò òî÷êè C

âåëè÷èíà L < 0, ïîýòîìó ïðè âûõîäå èç îáëàñòè DS1 ñìåíà óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ

ðàâíîâåñèÿ O3 ñîïðîâîæäàåòñÿ ìÿãêèì ðîæäåíèåì óñòîé÷èâîãî êîëåáàòåëüíîãî öèê-

ëà L0 (ðèñ.4.21ã). Öèêë L0 îïðåäåëÿåò ðåæèì ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè àíñàì-

áëÿ, îí ñóùåñòâóåò ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòèD0. Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ

ðåæèìà ãëîáàëüíîé êâàçèñèíõðîíèçàöèè îãðàíè÷åíà îòðåçêîì b2, c (êðèâîé áèôóðêà-

öèè Àíäðîíîâà-Õîïôà, L < 0), îòðåçêîì c, d � áèôóðêàöèîííîé êðèâîé äâóêðàòíîãî

ïðåäåëüíîãî öèêëà è îòðåçêîì d, b2 � áèôóðêàöèîííîé êðèâîé óñòîé÷èâîé (σ < 0)

ïåòëè ñåïàðàòðèñ 1-ãî ðîäà ñåäëà O4. Øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷-

êè b1 è d, ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè ïåòëè 1-ãî ðîäà ñåïàðàòðèñ ñåäëà O6. Ñåäëîâàÿ

âåëè÷èíà íà ýòîé êðèâîé ïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó ïðè ðàçðóøåíèè ãîìîêëèíè÷åñêîé

òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå V ðîæäàåòñÿ íåóñòîé÷èâûé êîëåáàòåëüíûé ïðå-

äåëüíûé öèêë Ã 0. Ðîæäåíèå öèêëà Ã 0 ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåñå÷åíèè áèôóðêàöèîííîé

êðèâîé ñ óìåíüøåíèåì γ2 (ðèñ.4.21ä). Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå γ2 ïðèâîäèò ê èñ-

÷åçíîâåíèþ Ã 0 � ïðè çíà÷åíèÿõ γ1 ñëåâà îò òî÷êè C öèêë ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó O3,

äåëàÿ åå íåóñòîé÷èâîé (áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà, L > 0), ïðè çíà÷åíèÿõ γ1

ñïðàâà îò òî÷êè C öèêë Ã 0 èñ÷åçàåò â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè, ñëèâàÿñü

ñ óñòîé÷èâûì öèêëîì L0 (ðèñ.4.21å).

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ðàíåå íàáëþäà-

ëàñü â ìîäåëè äâóõ êàñêàäíî ñâÿçàííûõ ôàçîâûõ ñèñòåì ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè

ïî öåïÿì óïðàâëåíèÿ, ïðè÷åì ýòà ñòðóêòóðà áûëà îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì äîïîëíè-

òåëüíûõ ñâÿçåé [?].
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè àëûõ àíñàìáëåé ñè-

ñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè (ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû � ÔÀÏ). Ðàññìîòðå-

íî äâà òèïà îáúåäèíåíèÿ ôàçîóïðàâëÿåìûõ ãåíåðàòîðîâ â àíñàìáëü. Ïàðàëëåëüíîå

îáúåäèíåíèå, êîãäà ãåíåðàòîðû àíñàìáëÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ÷åðåç ñèãíàëû ôàçî-

âûõ ðàññîãëàñîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà,

è ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîãî (êàñêàäíîãî) ñîåäèíåíèÿ, êîãäà âûõîäíîé ñèã-

íàë îäíîãî ïàðöèàëüíîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì äëÿ ïîñëåäóþùåãî, � êîëüöå-

âîå ñîåäèíåíèå ñèñòåì ÔÀÏ.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ ïðè îáúåäèíåíèè ñèñòåì

â àíñàìáëü. Ïîêàçàíîâ âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ñâÿçåé è õàðàêòåðèñòèê ñàìèõ ñèñòåì íà

îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèîìâ ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè.

Èññëåäîâàíû àñèíõðîííûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äâèæå-

íèÿ â N− ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ìîãóò áûòü ïåðèîäè-

÷åñêèìè è êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ

öåïî÷êè ìîãóò èìåòü âåñüìà ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíè-

åì ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà òîðîèäàëüíîé ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè è õàðàêòåðèçóåòñÿ

÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ôàçîóïðàâëÿåìûå ãåíåðàòîðû öåïî÷êè ìîãóò ôóíêöèîíèðîâàòü â

êâàçèñèíõðîííîì ðåæèìå. Òàêèì ðåæèìàì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé

ìîäåëè îòâå÷àþ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèÿ, îãðàíè÷åííûå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ôà-

çîâûì ïåðåìåííûì. Ïîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíòû ðàññìîòðåííîé öåïî÷êè íå ñïîñîáíû

ôóíêöèîíèðîâàòü â õàîòè÷åñêèõ ðåæèìàõ.

Ïðîâåäåí áèôóðêàöèîííûé àíàëèç ìîäåëåé ìàëûõ àíñàìáëåé, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ

è òðåõ ýëåìåíòîâ. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ âûäåëåíû îáëàñòè ñèíõðîííûõ, àñèí-

õðîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ è êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî îáúåäèíåíèå ñèñòìå ÔÀÏ â àíñàìáëè íå òîëüêî óëó÷øàåò èõ ñèí-

õðîíèçóþùèå ñâîéñòâà, íî è ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ãåíåðàöèþ êîëåáàíèé ðàçëè÷-

íîé ñëîæíîñòè, â òîì ÷èñëå õàîòè÷åñêèå. Ïðè ýòîì îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ

ðåæèìîâ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ äëÿ àíñàìáëåé îêàçûâàþòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëü-

øå ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè ðåæèìàìè, ïîëó÷àåìûìè â îäèíî÷íûõ ñèñòåìàõ

ÔÀÏ ñ ôèëüòðàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
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Â ÷àñòíîñòè, èíòåðåñíû ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â êîëüöå èç äâóõ ñèñòåì ÔÀÏ.

Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ãåíåðàöèè êîëåáàíèé, àíàëîãè÷íûõ êîëåáàíèÿì â ñèñòåìå

ÔÀÏ ñ ïîëîñîâûì ôèëüòðîì, êîòîðûå âíåøíå ïîõîæè íà êîëåáàíèÿ íåéðîíà.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå àíñàìáëåé ñèñòåì ÔÀÏ èíòåðåñíî íå òîëüêî ñ òî÷êè

çðåíèÿ àâòîìàòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè, íî è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãåíåðàöèè ñëîæíûõ

êîëåáàíèé.
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