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1 Введение

Исследование динамики ансамблей нейронов является одной из наиболее акту-

альных, интересных и сложных задач, которая привлекает внимание учёных как в

области эксперимента, так и в области моделирования. При этом, в силу сложности

постановки эксперимента с живыми нейронами, моделирование является очень удоб-

ным и незаменимым инструментом изучения нейронных сетей. В человеческом мозге

содержится приблизительно 1011 нейронов и каждый нейрон в среднем имеет око-

ло 104 соединений. При этом нейроны значительно отличаются по пространственной

структуре (форме) в зависимости от расположения в том или ином регионе мозга, а

также от выполняемых нейроном функций. Каждый нейрон способен демонстриро-

вать достаточно сложную внутреннюю динамику, вплоть до хаотической, что делает

задачу исследования ансамблей связанных нейронов очень трудной.

На рис. 1а изображена схема нейрона [1]. Для построения адекватной динами-

ческой модели нейрона принципиальным является, что окружающая его мембрана

представляет собой эквипотенциальную поверхность. Поэтому несмотря на вполне

макроскопические размеры нейрона (размер тела клетки ∼10мкм), при анализе его
электрической активности клетку можно рассматривать как сосредоточенную в про-

странстве систему. Другими словами, переменные, описывающие состояние нейрона

(мембранный потенциал, концентрацию тех или иных ионов и т.д.), можно рассмат-

ривать только как функции времени. Основным показателем нейронной активности

является мембранный потенциал. Мембранный потенциал нейрона может менять-

ся за счёт прохождения по ионным каналам, расположенных на мембране, ионов

из внутриклеточного пространства во внеклеточное, либо в обратном направлении

(рис. 1б). Поэтому для моделирования активности, вообще говоря, следует исполь-

зовать кинетическое описание диффузионных процессов. Однако, когда мы интере-

суемся нейроном как генератором импульсных сигналов такое описание избыточно.

Генерируемый импульс, называемый потенциалом действия или спайком, имеет

стандартную форму и длительность около 1 мс. В зависимости от типа нейрона и

приложенного внешнего воздействия, одиночный элемент может демонстрировать

различное поведение: одиночные импульсы, разделяемые промежутками подпорого-

вых колебаний, пачечную активность, квазирегулярную активность, активность с

переменным интервалом между импульсами и иногда даже хаотическую активность

(рис. 2). Так как форма импульса, генерируемого нейроном, является стандартной,

то можно предположить, что информация содержится не в форме или амплитуде им-

пульса, а во временных характеристиках последовательности импульсов. Исходя из

данного предположения, можно сказать, что в качестве модели нейрона может быть

использована система, качественно отображающая динамику (в особенности времен-
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Рис. 1: Схематическое изображение нейрона [1]
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Рис. 2: Экспериментальные записи изменения мембранного потенциала нейрона [2]
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ные характеристики) мембранного потенциала нейрона, без учёта количественных

показателей (амплитуда, форма импульса).

Поскольку нейрон способен демонстрировать очень широкий спектр динамиче-

ских режимов, то для теоретического изучения необходимы модели, отображающие

необходимое в данной задаче поведение, типичное для конкретного типа нейронов.

При этом существует два пути развития моделей: построение биологически правдо-

подобных моделей, описывающих изменение мембранного потенциала нейрона под

воздействием меняющихся концентраций ионов внутри и вне нейрона, и использова-

ние феноменологических моделей, качественно повторяющих динамические режимы

нейрона. Биологически правдоподобные модели позволяют более точно исследовать

поведение нейронов, изучать влияние химических факторов на динамику, но из-за

большой вычислительной сложности, данные модели неудобны для проведения рас-

чёта с большим количеством взаимодействующих элементов. Для анализа коллектив-

ной динамики используются более простые модели, демонстрирующие качественное

сходство в динамике с живыми нейронами.
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2 Биологически-правдоподобные модели нейронов

Одной из самых распространённых и известных моделей является модель нейро-

на Ходжкина-Хаксли [3]. Эта модель описывает изменение мембранного потенциала

нейрона под воздействием ионных токов через мембрану. На основании этой моде-

ли было построено множество моделей, отличающихся друг от друга количеством

учитываемых ионных каналов [1, 4–7], а также полученные путём аппроксимаций

упрощённые модели [1,4, 8–11].

Типичная обобщённая модель Ходжкина-Хаксли (в широком смысле — conduc-

tance-based model) имеет вид

𝐶
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝐼 −

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖𝑎
𝑝𝑖
𝑖 (𝑡)𝑏𝑞𝑖𝑖 (𝑡)[𝑉 (𝑡) − 𝑉𝑖]

𝑑𝑎𝑖
𝑑𝑡

=
𝑎∞𝑖(𝑉 ) − 𝑎𝑖
𝜏𝑎𝑖(𝑉 )

(1)

𝑑𝑏𝑖
𝑑𝑡

=
𝑏∞𝑖(𝑉 ) − 𝑏𝑖
𝜏𝑏𝑖(𝑉 )

где V(t) — электрический потенциал клеточной мембраны, C характеризует элек-

трическую ёмкость мембраны, i обозначает вид тока, текущего через мембрану, или

тип ионного канала (калиевого, натриевого, кальциевого канала, канала утечки), 𝑔𝑖
— максимальная проводимость, 𝑉𝑖 — равновесный потенциал для i-го канала, 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖
— переменные, описывающие активацию и инактивацию i-го канала (эти перемен-

ные можно рассматривать как вероятность открытия или закрытия того или иного

канала), а 𝑝𝑖 и 𝑞𝑖 представляют собой число управляющих частиц, достаточное, что-

бы открыть или закрыть канал. 𝑎∞𝑖(𝑉 ) и 𝑏∞𝑖(𝑉 ) — стационарные состояния уровня

активации и инактивации, они зависят от V сигмоидным образом, так же как и ха-

рактерные времена релаксации 𝜏𝑎𝑖(𝑉 ) и 𝜏𝑏𝑖(𝑉 ). В классической работе Ходжкина и

Хаксли [3] N=3. Эквивалентная схема данной модели приведена на рис. 1в.

Как упоминалось выше, путём упрощения модели Ходжкина-Хаксли были по-

строены модели, которые описывают основные особенности динамики нейронов, но

теряют явную связь с биофизическими параметрами. Примером таких моделей слу-

жат модели ФитцХью-Нагумо [8,9], Морриса-Лекара [10] и Хиндмарш-Розе [11]. Од-

нако системы Морриса-Лекара и ФитцХью-Нагумо описываются дифференциаль-

ными уравнениями второго порядка, поэтому они не способны описывать сложную

динамику мембранного потенциала (например, хаотическую активность), посколь-

ку странный аттрактор, отвечающий сложному поведению, не может быть вложен в

двумерное фазовое пространство. Поэтому широкое распространение получили трёх-

мерные модели, например модель Чей [12], опирающаяся на формализм Ходжкина-

Хаксли, и другие.
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3 Фазовые модели нейронов

Поскольку в нейронных ансамблях довольно часто встречается ритмическая ак-

тивность, то существует класс фазовых осцилляторных моделей, описывающих ко-

лебательную динамику различной степени сложности. В работах [2,13,14] была рас-

смотрена возможность использования фазовых осцилляторов или фазовых систем в

качестве модели нейрона.

Использование фазовых моделей в нейродинамике оправдано, поскольку в ан-

самблях нейронов достаточно часто встречается ритмическая активность со слабым

межэлементным взаимодействием. Поэтому влиянием взаимодействия на амплитуду

можно пренебречь и рассматривать только динамику фаз.

Если нелинейная динамическая система 𝑥′ = 𝑓(𝑥) имеет периодическую траек-

торию 𝛾 и определена начальная точка 𝑥0, находящаяся на 𝛾, то любая точка на

периодической орбите может быть определена как время 𝜃 с момента последнего по-

сещения 𝑥0. Переменная 𝜃 называется фазой колебаний и ограничена величиной

периода 𝑇 . Часто фазу нормируют на величину 𝑇 или 𝑇/2𝜋, тогда она ограничена 1

или 2𝜋 соответственно.

Замена переменной 𝑥(𝑡) = 𝛾(𝜃(𝑡)) превращает нелинейную систему в окрестности

𝛾 в эквивалентную, но более простую фазовую модель

𝜃′ = 1.

Такая замена переменных устраняет амплитуду, но сохраняет фазу колебаний. Часто

бывает удобно предположить, что фаза 𝜃 определена на единичной окружности.

3.1 Модель Курамото

В работе [15] была предложена модель ансамбля осцилляторов со слабыми свя-

зями для описания ритмической активности нейронов. Система имеет вид

𝑑𝜃𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜔 +

∑︁
𝑗

𝐻𝑖𝑗(𝜃𝑖(𝑡) − 𝜃𝑗(𝑡)) (2)

где 𝜃𝑖 — фаза i-го нейрона с почти периодической активностью, а 𝐻𝑖𝑗 — функция свя-

зи, отображающая взаимное влияние взаимодействующих нейронов. Данная модель

имеет очень ограниченную область применения, но достаточно удобна для изуче-

ния динамики большого ансамбля взаимодействующих нейронов с осцилляторной

динамикой по причине небольшой вычислительной сложности. На основании данной

модели были выполнены работы по исследованию феномена ассоциативной памяти,

который связан с эффектом синхронизации групп нейронов, например [16].
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Рис. 3: Фазовый портрет системы (3) [17].

3.2 Каноническая модель Ermentrout — Kopell

Схожее поведение демонстрирует фазовая модель, описанная в работах [17, 18],

известная как «тета – модель» («theta – model»). Модель имеет следующую форму:

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 1 − cos 𝜃 + (1 + cos 𝜃)𝐼(𝑡) (3)

где I(t) - входы модели, переменная 𝜃 лежит на единичной окружности и изменяется

в интервале от 0 до 2𝜋. Когда 𝜃 принимает значение равное 𝜋, считается что нейрон

генерирует потенциал действия.

Изменение фазового портрета при изменении параметра 𝐼, отвечающего за внеш-

нее воздействие, представлено на рис. 3.

Динамика данной модели основана на наличии седлоузловой бифуркации на фа-

зовой окружности. На рис. 3 показано изменение фазового портрета при прохожде-

нии параметра 𝐼 через критическое значение 𝐼 = 0. Когда 𝐼 < 0 система (3) имеет

пару состояний равновесия — устойчивое и неустойчивое. Применительно к нейроди-

намике, устойчивое состояние равновесия выступает в качестве порога возбуждения

модели. При 𝐼 = 0 состояния равновесия сливаются и исчезают при 𝐼 > 0, порождая

вращательные колебания на фазовой окружности.

3.3 Модель VCON

Так как в описанных выше фазовых моделях каждый элемент представлен диф-

ференциальным уравнением первого порядка и существует в одномерном фазовом

пространстве, то он способен демонстрировать только квазирегулярную активность.

Для отображения более сложного поведения, как пачечная активность, хаотические

колебания, необходимы модели более высокого порядка.

В работе [19] рассматривалась модель нейрона на основе осциллятора, управляе-

мого напряжением (voltage controlled oscillator neuron model, VCON). Модель имеет
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Рис. 4: Эквивалентная электрическая схема модели VCON (4) [19].

вид

𝜏𝜃 + 𝐹 (𝜃) + 𝐴 sin 𝜃 = 𝜔 (4)

где 𝜃 интерпретируется в качестве мембранного потенциала нейрона.

Модель VCON базируется на четырех принципах нейродинамики:

∙ Мембрана нейрона способна разграничивать заряженные частицы;

∙ равновесный потенциал определяется внутринейронными процессами;

∙ эти процессы стабилизируют равновесный потенциал;

∙ нарушение равновесного потенциала иногда приводит к генерации потенциала

действия.

Эти принципы вдохновили разработку многих электронных схем, в том числе

модели Ходжкина – Хаксли и VCON. Преимуществом модели VCON является воз-

можность реализации ее в виде устройства, например электрической схемы.

Компонентами схемы являются:

∙ Конденсатор, для разделения зарядов;

∙ источник тока (батарея и резистор), для создания равновесного потенциала;

∙ генератор, управляемый напряжением (ГУН, VCO), выполняющий роль гомео-

статических механизмов (роль калиевых каналов в модели Ходжкина – Хакс-

ли);

∙ элемент с отрицательным сопротивлением, для нарушения равновесного потен-

циала (сравнимо с ролью натриевых каналов в модели Ходжкина – Хаксли).

Схема, представленная на рис. 4, показывает взаимодействие описанных компо-

нентов. Ток 𝐼 разделяется между параллельными участками в соответствии с их

вольт-амперными характеристиками:

∙ Ток через конденсатор 𝐶�̇� ;
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∙ ток через элемент с отрицательным сопротивлением (NDR) 𝐼𝑁 = 𝑓(𝑉 ), где 𝑓(𝑉 )

— 𝑁 -образная функция;

∙ ток через ГУН (H) 𝐼𝐻 = 𝛼 sin(𝛾
∫︀ 𝑡
0 𝑉 (𝑡′)𝑑𝑡′) [20].

Поскольку
∫︀
𝑉 появляется только как аргумент периодической функции, то мы

можем определить его как новую угловую переменную 𝜃(𝑡) = 𝛾
∫︀ 𝑡
0 𝑉 (𝑡′)𝑑𝑡′. Как ре-

зультат, мы получаем мгновенное значение частоты тока через ГУН пропорциональ-

ное 𝑉 : то есть 𝜃(𝑡) = 𝛾𝑉 (𝑡). Подобные соотношения, связывающие частоту и напря-

жение справедливы для электронных устройств на различных масштабах: от кванто-

вых джозефсоновских контактов, интегральных устройств фазовой автоподстройки

частоты, до различных роторов электрических генераторов и турбин на электростан-

циях.

Модель VCON основана на законе Кирхгоффа для баланса токов

𝐼 = 𝐶�̇� + 𝐼𝐻 + 𝐼𝑁

и законе Ома для напряжений

𝑅𝐼 = 𝐸 − 𝑉.

Используя тот факт, что 𝛾𝑉 (𝑡) = 𝜃(𝑡) мы получаем:

𝜃 = 𝛾𝑉 (5)

𝜏 �̇� = 𝐸 − 𝑉 −𝑅(𝑓(𝑉 ) + 𝛼 sin 𝜃

где 𝜏 = 𝑅𝐶 — постоянная времени. Подставляя первое уравнение во второе получаем

дифференциальное уравнение второго порядка для 𝜃

𝜏𝜃 + 𝐹 (𝜃) + 𝐴 sin 𝜃 = 𝜔

где 𝐴 = 𝑅𝛼𝛾, 𝐹 (𝜃) = 𝜃 +𝑅𝛾𝑓(𝜃/𝛾) и 𝜔 = 𝛾𝐸.

Полученное уравнение имеет хорошо известные частные случаи. Линеаризация

sin 𝜃 ≈ 𝜃 дает уравнение ван дер Поля. Если положить 𝑓 ≡ 0, то получим маятни-

ковое уравнение. Несмотря на то, что эти уравнения хорошо известны по отдельно-

сти, полученная модель имеет некоторые интересные и полезные особенности, такие

как наличие бифуркации петли сепаратрисы седлоузла и бифуркации Андронова –

Хопфа, что порождает сосуществование двух типов колебаний.

Совместное существование колебательного и вращательного аттракторов пред-

ставлено на рис. 5. Верхний аттрактор, соответствующий бесконечному нарастанию

переменной 𝜃, охватывает фазовый цилиндр 𝐶 = 𝜃𝑚𝑜𝑑2𝜋, 𝑉 ; нижний аттрактор оста-

ётся на одной стороне цилиндра. Также в фазовом пространстве существует седловое

состояние равновесия с координатами (𝜋/2 + arcsin 0.6, 0). Сепаратриса этого седла,
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Рис. 5: Фазовый портрет модели VCON (4) в случае 𝜃+0.5𝜃(𝜃2−0.5)+sin 𝜃 = 0.6 [19].

входящая сверху, ограничена вращательным предельным циклом, и, следовательно,

должна приходить из области 𝑉 = −∞. Колебательный предельный цикл появляет-

ся в результате бифуркации Андронова – Хопфа. Кроме того, по мере увеличения 𝜔,

происходит седлоузловая бифуркация, что приводит к исчезновению колебательного

предельного цикла. Внутри колебательного предельного цикла существует неустой-

чивое состояние равновесия с координатами (arcsin 0.6, 0).

Внешнее воздействие может быть добавлено в модель (4) несколькими возможны-

ми способами. При исследовании систем фазовой автоподстройки частоты предлага-

лись варианты параметрического воздействия (например, 𝐴 ∝ cos𝜇𝑡) и аддитивного

воздействия (например, 𝜔 = Ω(𝑡)).

Частоту выходных колебаний можно определить как

𝜌 = lim sup 𝑡→ ∞𝜃(𝑡)

2𝜋𝑡
= lim sup 𝑡→ ∞ 𝛾

2𝜋𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑉 (𝑡′)𝑑𝑡′.

Как следствие, выходной ток пропорционален выражению sin 𝜌𝑡− 𝜑(𝑡), где 𝜑(𝑡) —

девиация фазы колебаний [21].

На рис. 6 показан эффект захвата частоты системой VCON с внешним воздей-

ствием

𝜃 + 𝜃 + 3(1 + cos 2𝜋𝑡) sin 𝜃 = 2𝜋𝜔.

Получившаяся «дьявольская лестница» показывает, что модель VCON имеет мно-

жество собственных частот.

Получившиеся значения частоты 𝜌 говорят о том, что на выходе системы имеют-

ся колебания. Поскольку модель VCON представляет собой вариацию маятникового
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Рис. 6: «Дьявольская лестница» для модели VCON (4) под внешним воздействием в

случае 𝜃 + 𝜃 + 3(1 + cos 2𝜋𝑡) sin 𝜃 = 2𝜋𝜔 [19].

уравнения, то колебания могут быть вызваны несколькими небольшими воздействи-

ями в необходимые моменты времени. Характерный интервал между этими воздей-

ствиями должен быть порядка периода собственных колебаний 2𝜋/𝜌. Таким образом

в системе может наблюдаться резонансное возбуждение колебаний, что соответству-

ет резонансному возникновению потенциалов действия в нейронах. Пример такой

динамики представлен на рис. 7 для системы

𝜃 + (1 + 𝑝(𝑡)(𝜃2 − 10))𝜃 + 3 sin 𝜃 = 1.2𝜋,

где 𝑝(𝑡) представляет собой последовательность из двух импульсов. На рис. 7 пред-

ставлены три случая: короткого межимпульсного интервала (𝜏 = 3.5), среднего

(𝜏 = 4) и длинного (𝜏 = 8). Осциллятор отвечает полноценным колебанием толь-

ко во втором случае, что показывает чувствительность системы к временам входных

воздействий.
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Рис. 7: Резонансное возбуждение колебаний в модели VCON (4) [19].

4 Система ФАП как модель нейрона

Описанные выше системы (3–4) одновременно являются математическими моде-

лями систем фазовой синхронизации [17, 19]. Это показывает, что системы фазовой

синхронизации способны демонстрировать динамические режимы, характерные для

нейронов, и могут быть использованы как феноменологические модели нейронов.

Структурная схема системы фазовой автоподстройки представлена на рис. 8. Ос-

новными элементами системы являются: подстраиваемый автогенератор (Г), фазо-

вый дискриминатор (ФД), фильтр (Ф) и управляющий элемент (У). Схема функцио-

нирует по следующему принципу. Периодический сигнал с выхода генератора Г с те-

ФД Ф У Г
Q0 Q1

U( )j

Q1

ФАП

Рис. 8: Структурная схема системы фазовой автоподстройки [22]
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кущим значением фазы 𝜃1 сравнивается на фазовом дискриминаторе с колебаниями

опорного сигнала с текущей фазой 𝜃0, в результате чего на выходе ФД формируется

сигнал, зависящий от разности фаз 𝜙 = 𝜃0 − 𝜃1. Далее сигнал с выхода ФД проходит

через фильтр, устраняющий из сигнала высокочастотные компоненты, и поступает

на управляющий элемент, который изменяет частоту подстраиваемого генератора,

приводя её в соответствие с частотой опорного сигнала. Математическая модель та-

кой системы ФАП может быть представлена следующим уравнением [22,23]:

𝑝𝜙

Ω
+𝐾(𝑝)𝐹 (𝜙) = 𝛾 (6)

где 𝑝 ≡ 𝑑/𝑑𝑡 — оператор дифференцирования, Ω — максимальная расстройка по ча-

стоте, которую может скомпенсировать цепь управления, 𝛾=Ω𝐻/Ω, Ω𝐻 — начальная

частотная расстройка колебаний, 𝐾(𝑝) — коэффициент передачи фильтра в опера-

торной форме, 𝐹 (𝜙) — нормированная характеристика фазового дискриминатора.

Для любого конкретного фильтра с коэффициентом передачи𝐾(𝑝) от символической

записи модели (6) можно перейти к ФАП в форме конкретного дифференциального

уравнения, порядок которого определяется типом фильтра 𝐾(𝑝).

Из приведённого уравнения (6) следует, что опорный и подстраиваемый генера-

торы будут работать синхронно, если 𝜙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. В этом режиме частоты опорного

и подстраиваемого генераторов равны, а медленные изменения параметров, опреде-

ляющих эти частоты, практически полностью компенсируются действием системы

автоподстройки. В фазовом пространстве математической модели режиму синхро-

низации соответствует устойчивое состояние равновесие.

Иногда в системах ФАП реализуется режим, при котором имеется периодиче-

ская модуляция частоты подстраиваемого генератора около стабилизированной по

опорному сигналу средней частоты. Будем называть такой режим режимом ква-

зисинхронизации. В фазовом пространстве этому режиму отвечают колебательные

(ограниченные по координате 𝜙) аттракторы системы. Колебательные движения мо-

гут быть как регулярными, так и хаотическими, поэтому квазисинхронные режимы

делятся на регулярные и хаотические.

Также в фазовом пространстве моделей могут существовать аттракторы, у ко-

торых амплитуда по координате 𝜙 превышает 2𝜋, но при этом число набегов по

координате 𝜙 на 2𝜋 компенсируется числом набегов на −2𝜋. В силу ограниченности

фазовых траекторий по координате 𝜙 такие аттракторы являются колебательными

аттракторами с проворотом, а соответствующие им режимы ФАП — квазисинхрон-

ными режимами с проворотом фазы.

В случае, когда разность фаз опорного и подстраиваемого сигналов неограничен-

но нарастает, говорят о режиме биений. Этому режиму в фазовом пространстве соот-

ветствуют вращательные или колебательно-вращательные аттракторы. Вращатель-
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ные и колебательно-вращательные аттракторы отличаются друг от друга тем, что на

вращательных аттракторах координата 𝜙 нарастает непрерывно, а на колебательно-

вращательных процесс нарастания содержит колебательные стадии. Аналогично ква-

зисинхронным режимам, режимы биений могут быть разделены на регулярные и

хаотические.

Перейдем к анализу биений в системах ФАП с различными типами фильтров.

Будем рассматривать системы с синусоидальной характеристикой фазового дискри-

минатора, то есть 𝐹 (𝜙) = sin𝜙, хотя результаты могут быть обобщены на другие

типы характеристик.

4.1 Анализ биений в системе ФАП с идеализированным филь-

тром

Начнём рассмотрение с простейшего случая, когда 𝐾(𝑝) = 1. При этом уравнение

(6) имеет первый порядок [23]:

𝑑𝜙

𝑑𝜏
+ sin𝜙 = 𝛾 (7)

где 𝜏 = 𝑡Ω. Такую систему называют системой первого порядка [23]. Она близка к

реальной системе ФАП с очень широкой полосой пропускания фильтра. Фазовым

пространством такой системы является окружность.

Из анализа уравнения (7) можно увидеть, что в системе при 𝛾 < 1 существу-

ет пара состояний равновесия — устойчивое и неустойчивое. Устойчивое состояние

равновесия в системе ФАП соответствует режиму синхронизации опорного и под-

страиваемого генераторов. При 𝛾 > 1 состояния равновесия исчезают, и в системе

реализуется режим биений. Режиму биений соответствует изменение частоты под-

страиваемого генератора около начальной частоты 𝛾.

Теоретический анализ такой системы был проведен в работе [23].

С помощью пакета программ «Динамика нелинейных систем» получены осцилло-

граммы, демонстрирующие изменение переменных 𝜙(𝜏) и �̇�(𝜏) вне области синхрони-

зации. Они представлены на рис. 9. Из осциллограмм видно, что разность фаз опор-

ного и подстраиваемого генераторов 𝜙 непрерывно нарастает во времени, а разность

частот �̇�(𝜏) совершает колебания около некоторого среднего значения, близкого к 𝛾.

При 𝛾 > 1 в системе (7) существуют периодические колебания. Посчитанная ме-

тодом численного моделирования зависимость частоты колебаний 𝜈 от 𝛾 изображена

на рис. 10. Так как колебаниям в системе (7) в фазовом пространстве соответствует

движение по окружности, то частота колебаний может быть вычислена по формуле:

17



Рис. 9: Осциллограммы 𝜙(𝜏) (пунктирная линия) и �̇�(𝜏) (сплошная линия) системы

(7) при 𝛾 = 1.6

1 1,7 2,4 3
0

0,15

0,3

0,45

g

n

Рис. 10: Зависимость частоты биений в системе (7) от 𝛾
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𝜈 = lim
𝜏→∞

𝜙(𝜏)
2𝜋𝜏

. Как можно увидеть из рис. 10 параметр 𝛾 позволяет плавно менять

частоту колебаний на выходе системы.

4.2 Анализ биений в системе ФАП с фильтром первого поряд-

ка

Рассмотрим систему ФАП с пропорционально-интегрирующим фильтром 𝐾(𝑝)=

=(1 + 𝑛𝑇𝑝)/(1 + 𝑇𝑝), где Т — постоянная времени фильтра, параметр 0≤𝑛≤1. Урав-

нение (6) для такого фильтра может быть записано в виде системы двух дифферен-

циальных уравнений первого порядка:

𝑑𝜙

𝑑𝜏
= 𝑦,

𝜀
𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝛾 − sin𝜙− (1 + 𝑛 cos𝜙)𝑦, (8)

где 𝜏 = Ω𝑡 — безразмерное время, 𝜀 = Ω𝑇 и 𝑛 — безразмерные параметры фильтра

нижних частот. Данная система определена на фазовом цилиндре (𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋), 𝑦). На

рис. 11а представлены приведенные в [22] графики разбиения плоскости параметров

(𝛾, 𝜀) при 𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на области𝐷1,𝐷2,𝐷3,𝐷4, соответствующие различным режимам

работы. Расположение фазовых траекторий на фазовой поверхности для значений

параметров, удовлетворяющих областям 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 и 𝐷4, представлено на рис. 11б-г.

Как можно увидеть из рис. 11б, в области 𝐷1 существует устойчивое состояние

равновесия 𝑂1 и состояние равновесия типа седло 𝑂2; в области 𝐷2 кроме двух ука-

занных выше состояний равновесия, существует устойчивый вращательный предель-

ный цикл 𝐿, которому соответствует режим биений с периодической колебательной

динамикой (рис. 11в). Граница между областями 𝐷1 и 𝐷2 соответствует бифурка-

ционной кривой петли сепаратрис второго рода. В области 𝐷3 также существует

неустойчивый предельный цикл Γ, который сливается с предельным циклом 𝐿 на

границе между областями 𝐷3 и 𝐷1 и влипает в петлю сепаратрис седла 𝑂2 на грани-

це областей𝐷3 и𝐷2. При переходе через прямую 𝛾 = 1 происходит слияние состояний

равновесия 𝑂1 и 𝑂2 через бифуркацию седло-узла, поэтому в области 𝐷4 существует

только устойчивый предельный цикл второго рода 𝐿 (рис. 11г).

Таким образом, интересующие нас режимы биений имеют место в областях 𝐷4,

𝐷2 и 𝐷3. Проанализируем биения в наиболее характерной области 𝐷4. На рис. 12

представлена зависимость частоты периодических колебаний в области 𝐷4 от пара-

метра 𝛾 при трёх различных значениях параметра 𝜀. Качественно она аналогична

зависимостям, полученным для системы первого порядка, изображенной на рис. 10.

Однако при 𝛾 = 1 частота колебаний ненулевая, поскольку предельный цикл, соот-

ветствующий режиму колебаний в фазовом пространстве, образуется при пересече-
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Рис. 11: Разбиение плоскости параметров (𝛾, 𝜀) модели (8) на области с различным

динамическим поведением(а); фазовые портреты (б) и развертки фазовых цилиндров

(в) для областей 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3; развертки фазовых цилиндров для бифуркационных

значений параметров (г) [22]
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Рис. 12: Зависимость частоты колебаний в системе (8) от 𝛾 для трёх значений 𝜀 = 0.1

(сплошная линия), 𝜀 = 1 (пунктирная линия), 𝜀 = 10 (штрихпунктирная линия)

нии бифуркационной кривой петли сепаратрисы седла (граница областей 𝐷1 и 𝐷2)

при 𝛾 < 1.

Таким образом, видно, что в системах ФАП первого и второго порядков биения

являются достаточно простыми, изменение частоты при биениях является периоди-

ческим, и частота биений 𝜈 связана с величиной параметра 𝛾 – чем больше 𝛾, тем

больше частота биений 𝜈. А появления более сложных биений следует ожидать в

системах ФАП третьего порядка и выше.

4.3 Нейроподобная динамика в системе ФАП с фильтром верх-

них частот

Наблюдаемые в моделях (7) и (8) колебания аналогичны динамике, описываемой

моделями (2), (3) и (4), которые используются для моделирования регулярной ко-

лебательной активности нейрона [16, 21, 24–26]. На основании этого можно сделать

вывод о том, что рассмотренные системы ФАП могут быть использованы для моде-

лирования нейроноподобной динамики.

Однако такие модели могут использоваться только для моделирования регуляр-

ной колебательной активности, а для моделирования более сложных динамических

режимов нейрона (рис. 2) необходимы модели более высокого порядка, в фазовом

пространстве которых могут существовать сложные аттракторы, в том числе хао-

тические. Для эффективного решения задачи генерации таких колебаний целесооб-

разно найти такой вариант системы ФАП, который до минимума уменьшает области

синхронизации и квазисинхронизации и по максимуму увеличивает области генера-
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ции биений. Таким целям отвечает специальный вариант системы ФАП с фильтром

верхних частот в цепи управления, предложенный в работах [27, 28]. Особенностью

такой системы является отсутствие состояний равновесия в фазовом пространстве

и, как следствие, отсутствие режима синхронизации. То есть при любых значениях

параметров реализуется режим генерации биений различной сложности.

В качестве примера системы ФАП третьего порядка рассмотрим предложенную

в работах [23, 27, 28] систему с разделительной ёмкостью в цепи управления. В слу-

чае включения конденсатора в цепь управления образуется фильтр верхних частот.

Такой тип фильтров применяется, к примеру, в импульсных системах ФАП для изо-

ляции управляющего элемента по постоянному току от выхода фазового детектора.

Коэффициент передачи фильтра в данной ситуации имеет вид

𝐾(𝑝) =
𝑇1𝑝

1 + 𝑇1𝑝
* 1

1 + 𝑇2𝑝
=

𝑇1𝑝

1 + (𝑇1 + 𝑇2) + 𝑇1𝑇2𝑝2
,

где 𝑇1 и 𝑇2 — постоянные времени фильтров верхних и нижних частот соответствен-

но. Тогда система (6) примет вид:

𝑑𝜙

𝑑𝜏
= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑧, (9)

𝜀1𝜀2
𝑑𝑧

𝑑𝜏
= 𝛾 − (𝜀1 + 𝜀2)𝑧 − (1 + 𝜀1 cos𝜙),

где 𝜏 = Ω𝑡 — безразмерное время, 𝜀1 = 𝑇1Ω и 𝜀2 = 𝑇2Ω — параметры инерцион-

ности фильтров. Система (9) определена в автономном цилиндрическом фазовом

пространстве 𝑈 = (𝜙(𝑚𝑜𝑑2𝜋), 𝑦, 𝑧).

В такой системе отсутствуют состояния равновесия, но установлено существова-

ние предельного цикла, который при изменении параметров системы может менять

период, кратность и превращаться в хаотический аттрактор. Как установлено в [29],

реализующиеся в такой системе режимы качественно отображают некоторые режи-

мы изменения мембранного потенциала нейрона, например регулярную импульсную

активность и пачечные разряды с различным числом импульсов в пачке, а также

квазихаотические колебания. Поэтому такую систему фазовой синхронизации мож-

но рассматривать как модель нейрона.

Применительно к динамике нейрона, в системе (9) переменную 𝑦 можно интерпре-

тировать как описывающую изменение мембранного потенциала, параметры 𝜀1 и 𝜀2
позволяют задавать необходимый динамический режим, а 𝛾 оказывает воздействие,

сходное с воздействием внешнего тока в модели Ходжкина - Хаксли.
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4.4 Генерация нейроноподобных колебаний и их классифика-

ция

На рис. 13 представлены примеры аттракторов и осциллограмм модели (9), харак-

теризующие различные динамические режимы. Периодическую активность нейрона

иллюстрирует рис. 13а, пачечную активность — рис. 13б–е. Для регулярных дви-

жений количество импульсов в пачке совпадает с кратностью предельного цикла.

Будем называть пачечные режимы соответственно <1> (рис. 13б), <2> (рис. 13в),

<3> (рис. 13г) и так далее. На рис. 13е представлен режим пачечной активности,

когда вместо предельного цикла имеет место хаотический аттрактор. В этом случае

число импульсов в пачке есть случайная величина.

Из сравнительного анализа осциллограмм, представленных на рис. 13 и приме-

ров активности мембранного потенциала реального нейрона (рис. 2) можно сделать

вывод о том, что движения, описываемые моделью (9), качественно похожи на коле-

бания мембранного потенциала реальных нейронов.

Все приведенные режимы реализуются в модели (9) при изменении параметров

𝛾, 𝜀1, 𝜀2, в результате чего имеется возможность регулировать количество импульсов

в пачке, интервалы между пачками, амплитуду импульсов.

Рассмотрим зависимость частоты биений в системе (9) от параметра 𝛾. Будем

вычислять частоту регулярных биений (рис. 13а) и пачечных биений с одним им-

пульсом в пачке (рис. 13б) по формуле 𝜈 = 𝜙/2𝜋𝜏 , поскольку одному колебанию

переменной 𝑦 соответствует приращение переменной 𝜙 на 2𝜋. Таким образом при до-

статочно больших 𝜏 переменная 𝜈 будет показывать количество колебаний в единицу

времени, то есть частоту. Для пачечных биений мы будем рассматривать зависимость

частоты следования пачек от 𝛾, а не частоту следования импульсов. Таким образом

частота биений с двумя импульсами в пачке (рис. 13в) будет вычисляться по фор-

муле 𝜈 = 𝜙/4𝜋𝜏 , а для случая биений с тремя импульсами в пачке (рис. 13г) — по

формуле 𝜈 = 𝜙/6𝜋𝜏 . Полученные зависимости представлены на рис. 14. Как можно

увидеть, частота биений возрастает при увеличении параметра 𝛾.

Интервалы изменения 𝛾 обусловлены особенностью разбиения пространства па-

раметров на области существования динамических режимов, представленного на

рис. 15.

4.5 Разбиение пространства параметров на области, соответ-

ствующие различным типам нейроноподобных движений

На рис. 15 представлены разбиения сечений (𝜀1, 𝛾) и (𝜀1, 𝜀2) пространства па-

раметров модели (9) на области с различным динамическим поведением. Внутри
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Рис. 13: Проекции аттракторов и осциллограммы модели (9)
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Рис. 14: Зависимость частоты биений в системе (9) от параметра 𝛾 для регулярных

биений [𝜀1 = 4, 𝜀2 = 10] (а); пачечных биений с двумя импульсами в пачке [𝜀1=13,

𝜀2 = 10] (б); пачечных биений с тремя импульсами в пачке [𝜀1 = 24, 𝜀2 = 10] (в)
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Рис. 15: Структуры сечений пространства параметров модели (9) при 𝜀2 = 10(а) и

𝛾 = 0.15(б)
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каждой области реализуется один из возможных режимов. В области 1 реализуется

режим периодической активности (рис. 13а) и пачечный режим <1> с одним им-

пульсом в пачке (рис. 13б), в области 2 — режим <2> (рис. 13в), в области 3 —

режим <3> (рис. 13г) и так далее. Области параметров, где реализуются хаотиче-

ские режимы (рис. 13е) на рис. 15 отмечены штриховкой. При изменении параметров

модели внутри области тип режима сохраняется, меняются только характеристики

колебаний (интервал между пачками, амплитуда и т.д.). Из рис. 15 видно, что об-

ласти существования различных режимов могут перекрываться, порождая области

мультистабильного поведения. Было установлено перекрытие области 4 с областью

хаотических колебаний, области 5 с областью хаотических колебаний и областью 2,

области 6 с областью хаотических колебаний и областями 2 и 1. Пример бифурка-

цонной диаграммы отображения Пуанкаре, иллюстрирующей сопутствующее пере-

крыванию областей явление мультистабильности, приведен на рис. 16.

Рассмотрим подробнее механизмы переходов между режимами. Изменение в пове-

дении динамической системы связано с бифуркациями особых траекторий. Области

1 и 2 разделяет бифуркационная кривая удвоения периода. При переходе из области

1 в область 2 цикл 𝐿1 становится неустойчивым, в фазовом пространстве появляется

предельный цикл удвоенного периода 𝐿2, соответствующий режиму <2>.

Тип бифуркационной кривой, разделяющей области 2, 3, 4,. . . на рис. 15а при

малых 𝛾, на рис. 15б при малых 𝜀2 или при больших 𝜀1 не установлен. При пересече-

нии этих участков границ циклы одного типа исчезают, а другого типа появляются,

в частности, цикл 𝐿2 замещается циклом 𝐿3, цикл 𝐿3 — циклом 𝐿4, и т.д., при этом

модули мультипликаторов соответствующих предельных циклов в единицу не обра-

щаются. Здесь картины перестроек фазового портрета аналогичны картинам, на-

блюдаемым в модели кольца из двух ФАП в окрестности бифуркационных кривых,

отвечающих за образование сепаратрисных контуров [30]. Однако, в рассматрива-

емой модели упомянутые бифуркации реализовываться не могу, в силу отсутствия

состояний равновесия. Возможно, что рассматриваемые переходы от одного динами-

ческого режима к другому происходят через образование сложных структур, области

существования которых настолько малы, что мы не смогли их зафиксировать в чис-

ленном эксперименте.

Наличие разделяющих областей со сложной динамикой обнаружено в модели (9)

при немалых 𝛾 на рис. 15а, и немалых 𝜀2 на рис. 15б. Возникновению сложной дина-

мики предшествуют бифуркации соответствующих предельных циклов. В процессе

вычислительных экспериментов установлены следующие бифуркации:

∙ двукратного предельного цикла (касательная или седло-узловая бифуркации),

когда один из мультипликаторов цикла принимает значение +1;
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Рис. 16: Пример мультистабильности в системе (9): бифуркационные диаграммы

отображения Пуанкаре при 𝛾 = 0.15, 𝜀1 = 24.5,построенные при увеличении и умень-

шении параметра 𝜀2
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Рис. 17: Структура границы области 5 режима <5> (а) и схематическое изображение

правой части границы (б)

∙ удвоения периода, когда один из мультипликаторов цикла равен -1;

∙ Неймарка-Сакера, когда мультипликаторы комплексно-сопряженные по моду-

лю равные 1.

Таким образом, правая граница области существования цикла 𝐿2 и границы областей

3, 4, 5,. . . состоят из нескольких бифуркационных кривых, расположение этих кри-

вых на плоскости параметров для различных областей одинаково. Структуру границ

рассмотрим на примере границы области 5 (рис. 17).

Внутри области 5 существует единственный предельный цикл 𝐿5 кратности пять

(рис. 13д). Левая и правая границы области 5 устроены аналогично, поэтому рас-

смотрим поведение системы при выходе из области 5 c увеличением параметра 𝜀1,

то есть через правую границу, схематическое изображение которой приведено на

рис. 17б. Рассматриваемая граница включает в себя участки следующих бифурка-

ционных кривых: двукратного предельного цикла (линии 1 и 3), удвоения периода

(линии 2 и 4), Неймарка-Сакера (пунктирные линии соединяющие точки a и b, c и

d, e и f). Точки a, d, e и точки b, c, f есть точки нейтральности, где предельные

цикл 𝐿5 имеет два мультипликатора соответственно равные +1 и −1. Заметим, что

при движении вдоль бифуркационной кривой Неймарка-Сакера, например от точки

a к точке b, показатель степени 𝜓 мультипликаторов 𝜇1,2 = 𝑒𝑖𝜓 непрерывно меня-

ется от значений 𝜓 = 0 до 𝜓 = 𝜋. В зависимости от значений параметров здесь
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могут представиться случаи рождения как инвариантных торов, так и периодиче-

ских движений седлового типа с пересекающимися инвариантными многообразиями,

а также случаи, когда рождаются устойчивые периодические движения различной

кратности. Эти особые бифуркации могут приводить к возникновению хаотических

движений [31].

Существуют иные механизмы возникновения хаотической динамики, в частно-

сти, через перемежаемость первого рода и через каскад бифуркаций удвоения перио-

да. Эти сценарии иллюстрируют однопараметрические бифуркационные диаграммы

отображения Пуанкаре кратности пять, приведенные на рис. 18а и 18б соответствен-

но.

Стартовым состоянием для построения диаграмм служил предельный цикл 𝐿5.

Построенное отображение имеет кратность пять, поэтому на диаграмме предельному

циклу 𝐿5 отвечает одна линия. Диаграмма на рис. 18а показывает поведение систе-

мы (9) при выходе из области 5 через линию 1. Здесь предельный цикл 𝐿5 исчезает

в результате касательной бифуркации, а на его месте формируется хаотический ат-

трактор. Диаграмма на рис. 18б иллюстрирует поведение системы (9) при выходе из

области 5 через линию 2. Здесь при увеличении 𝜀2 наблюдается переход к хаосу по

сценарию Фейгенбаума.

Заметим, что бифуркационные кривые, участвующие в формировании границы

области 5, имеют неоднозначное определение. Например, при значении 𝛾 = 0.215

кривая 1 имеет две ветви, образуя некоторое подобие <клюва>. На левой ветви этой

кривой при 𝜀1 = 27.82 происходит бифуркация рождения устойчивого предельного

цикла 𝐿′
5 кратности 5, который разрушается при пересечении бифуркационной кри-

вой 2 через бифуркацию удвоения периода. Предельный цикл 𝐿5 разрушается через

касательную бифуркацию на правой ветви кривой 1 при 𝜀1 = 28.04. Таким обра-

зом, между кривыми 1 и 2 в точке А (рис. 17б) существует два предельных цикла

кратности 5: 𝐿5 и 𝐿′
5, которые имеют одинаковый период, но различимы в фазо-

вом пространстве (рис. 19). При 𝛾 = 0.226 также происходит рождение предельного

цикла 𝐿′
5 на левой ветви бифуркационной кривой 1 при 𝜀1 = 26.51, но сначала про-

исходит разрушение предельного цикла 𝐿5 на правой ветви кривой 1 при 𝜀1 = 26.53,

а затем разрушение цикла 𝐿′
5 на кривой 2 при 𝜀1 = 26.54.

Таким образом, проведенное исследование показывает, что модель (9) может быть

использована в качестве модели нейрона. Также методами численного моделирова-

ния было проведено разбиение сечения пространства параметров на области суще-

ствования динамических режимов и бифуркационные механизмы переходов между

режимами.
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(а)

(б)

Рис. 18: Бифуркационные диаграммы отображения Пуанкаре кратности 5 системы

(9) при 𝛾 = 0.2, 𝜀2 = 10 (а) и при 𝛾 = 0.215, 𝜀2 = 10 (б)
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Рис. 19: Проекции предельных циклов 𝐿5 и 𝐿′
5 модели (9) при 𝛾 = 0.215, 𝜀1=27.9,

𝜀2=10

5 Заключение

В методическом пособии были рассмотрены различные модели, описывающие ди-

намику нейрона. Общей чертой выбранных к рассмотрению моделей являлся фазо-

вый подход к описанию динамики. Основной переменной при данном подходе прини-

мается фаза колебаний, а остальные характеристики, такие как амплитуда, задаются

как функция от фазы.

Были описаны как широко известные модели Курамото, каноническая модель

Ermentrout-Kopell, модель VCON, активно используемые для описания динамики

нейронов, особенно регулярной колебательной активности, так и вновь предложен-

ная авторами модель нейроподобного генератора на основе системы фазовой авто-

подстройки частоты с фильтром верхних частот в цепи управления. Было показано,

что в отличие от перечисленных выше моделей, описываемых дифференциальными

уравнениями первого или второго порядка, предложенная модель может демонстри-

ровать гораздо более богатый репертуар динамических режимов, поскольку опреде-

лена в трехмерном фазовом пространстве.

Кроме того, большая часть фазовых моделей нейронов имеет близкие по динами-

ке системы в технике, механике, что в перспективе позволяет перейти к аппаратному

моделированию таких систем и созданию устройств обработки информации, воспро-

изводящих принципы обработки информации мозгом.
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