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Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî äåéñòâèå âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû íà êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó

ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü å¼ äèíàìèêó è âûçâàòü ïîÿâëåíèå íîâûõ ðåæèìîâ, íå

ñóùåñòâóþùèõ ïðè îòñóòñòâèè ñèëîâîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Îäíàêî âîçìîæåí è

äðóãîé ñïîñîá âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó. Íåïîñðåäñòâåííî íà

ñèñòåìó âíåøíÿÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà íå äåéñòâóåò, íî ïàðàìåòðû èçìåíÿþòñÿ âî âðå-

ìåíè ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó çà ñ÷åò âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Âîçíèêàþùèå â òàêèõ

ñèñòåìàõ êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè. Ïðîñòåéøèìè ñèñòåìàìè, â

êîòîðûõ âîçìîæíû ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ìàÿòíèê ñ èçìåíÿþùåéñÿ

âî âðåìåíè äëèíîé (ïðèìåðîì òàêîãî ìàÿòíèêà ÿâëÿþòñÿ êà÷åëè), êîëåáàòåëüíûé

êîíòóð ñ èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè åìêîñòüþ è äð. Ñèñòåìû, â êîòîðûõ âîçìîæíî

âîçáóæäåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ïðèíÿòî íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèìè.

Ñèñòåìû,îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ, øèðîêî ðàñïðî-

ñòðàíåíû â ïðèðîäå è òåõíèêå. Íàïðèìåð, ê íèì îòíîñÿòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå óñè-

ëèòåëè è ãåíåðàòîðû ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé, ðàáîòàþùèå êàê â îáëàñòè îò-

íîñèòåëüíî íèçêèõ ÷àñòîò (äî 100 ÃÃö), òàê è â ÑÂ× äèàïàçîíå. Ïàðàìåòðè÷åñêèå

óñòðîéñòâà (óñèëèòåëè è ãåíåðàòîðû) ñ óñïåõîì èñïîëüçóþòñÿ è â îïòè÷åñêîì äèà-

ïàçîíå. Íàïðèìåð, â Èíñòèòóòå Ïðèêëàäíîé Ôèçèêè ÐÀÍ ïîñòðîåíà ïåòòàâàòòíàÿ

ëàçåðíàÿ ñèñòåìà, îñíîâàííàÿ íà ñõåìå îïòè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî óñèëåíèÿ.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ãëàâíûõ êëàñ-

ñà - ðåçîíàíñíûå è íåðåçîíàíñíûå, ñâîéñòâà êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ìåæ-

äó ñîáîé. Â ðåçîíàíñíûõ ñèñòåìàõ ïåðèîä èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàõîäèòñÿ â öå-

ëî÷èñëåííîì ñîîòíîøåíèè ñ ïåðèîäîì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Â òàêèõ ñèñòåìàõ,

â òàêò èçìåíåíèÿì ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì êîëåáàíèÿì, âíîñèòñÿ

ýíåðãèÿ, âûçâàííàÿ ðàáîòîé âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ýòî

ìîæåò ïðèâîäèòü ê ýôôåêòó ðàñêà÷êè êîëåáàíèé çà ñ÷åò íàêàïëèâàþùåéñÿ â ñè-

ñòåìå ýíåðãèè. Ýòîò ýôôåêò ëåæèò â îñíîâå ðàáîòû ïàðàìåòðè÷åñêèõ óñèëèòåëåé

è ãåíåðàòîðîâ. Ê íåðåçîíàíñíûì êîëåáàòåëüíûì ïàðàìåòðè÷åñêèì ñèñòåìàì îòíî-

ñÿòñÿ ñèñòåìû, â êîòîðûõ ïàðàìåòðû èçìåíÿþòñÿ î÷åíü áûñòðî èëè î÷åíü ìåäëåííî

ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè âðåìåííûìè ìàñøòàáàìè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ñè-

ñòåìû. Äèíàìèêà ëèíåéíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè

ïàðàìåòðîâ îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïåðèîäè-
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÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, â îñíîâå òåîðèè êîòîðûõ ëåæèò òåîðèÿ Ôëîêå.
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1.1 Òåîðèÿ Ôëîêå

Ìû ðàññìîòðèì òåîðèþ Ôëîêå [1, 2] äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî èçëîæåííûå íèæå ïîëîæåíèÿ ýòîé

òåîðèè ñïðàâåäëèâû äëÿ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.

1.1.1 Îáùåå ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà{
ẋ1 = p11(t)x1 + p12(t)x2,

ẋ2 = p21(t)x1 + p22(t)x2,
(1.1)

ãäå pjk(t + T ) = pjk(t), òî åñòü âñå êîýôôèöèåíòû pjk(t) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè âðåìåíè t îäíîãî è òîãî æå ïåðèîäà. Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

(1.1), êîòîðîå â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìååò âèä

xxx(t) = X(t) ·CCC, (1.2)

ãäå

xxx =

(
x1

x2

)
, X(t) =

(
φ1 ψ1

φ2 ψ2

)
, CCC =

(
C1

C2

)
Â (1.2) C1 è C2 - ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, à âåêòîðà

φφφ =

(
φ1

φ2

)
, ψψψ =

(
ψ1

ψ2

)
,

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñè-

ñòåìó ðåøåíèé.

Ïîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1) ìîæíî

âûáðàòü âåêòîðû φφφ è ψψψ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

φ1(0) = 1, ψ1(0) = 0, φ2(0) = 0, ψ2(0) = 1. (1.3)

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âåêòîðà φφφ è ψψψ áó-

äóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè òàê íàçûâàåìûé îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

W (t) =

∣∣∣∣∣ φ1(t) ψ1(t)

φ2(t) ψ2(t)

∣∣∣∣∣ (1.4)

îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ W (t) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ

W (t) = W (0)× exp


t∫

0

[p11(t) + p22(t)] dt

 (1.5)
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Èç (1.4) è (1.5) ñëåäóåò, ÷òî W (0) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, W (t) îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè

âñåõ t è φφφ(t) è ψψψ(t), óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.3), îáðàçóþò ôóíäà-

ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.

Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ pjk(t), âåêòîðû φφφ(t + T ) è ψψψ(t + T ) áóäóò

òàêæå ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (1.1), êîòîðûå, îäíàêî, íå ñîâïàäàþò ñ φφφ(t) è ψψψ(t). Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, êàê âñÿêîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû, åãî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç

ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé

φφφ(t+ T ) = aφφφ(t) + bψψψ(t),ψψψ(t+ T ) = cφφφ(t) + dψψψ(t), (1.6)

ãäå a, b, c, d � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Èç (1.6), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëî-

âèÿ (1.3), ïîëó÷àåì

a = φ1(T ), b = φ2(T ), a = ψ1(T ), b = ψ2(T ). (1.7)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.7) îçíà÷àþò, ÷òî ïîñòîÿííûå a, b, c, d íàì áóäóò èçâåñòíû, åñëè

íàéäåíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1).

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xxx(t) ñèñòåìû (1.1), êîòîðîå ÷åðåç ïåðèîä âîñ-

ïðîèçâîäèò ñåáÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, ò.å.

xxx(t+ T ) = sxxx(t), (1.8)

ãäå s � íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) ìîæíî

ïîëó÷èòü èç îáùåãî ðåøåíèÿ (1.2) ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì ïîñòîÿííûõ, òî ðåøå-

íèå xxx(t), óäîâëåòâîðÿþùåå (1.8), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

xxx(t) = Aφφφ(t) +Bψψψ(t), (1.9)

ãäå A è B � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Èç (1.9) âûòåêàåò, ÷òî

xxx(t+ T ) = Aφφφ(t+ T ) +Bψψψ(t+ T ), (1.10)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.9) è (1.10) â (1.8), ïîëó÷èì

Aφφφ(t+ T ) +Bψψψ(t+ T ) = s [Aφφφ(t) +Bψψψ(t)] , (1.11)

Èç (1.11), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.6), èìååì

[A(a− s) +Bc]φφφ(t) + [bB +B(d− s)]ψψψ(t) = 0. (1.12)

Ðàâåíñòâî (1.12) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì t. Ïîñêîëüêó âåêòîðû φφφ(t) è ψψψ(t)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè áóäóò îäíîâðåìåííî

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:A(a− s) +Bc = 0,

Ab+B(d− s) = 0.
(1.13)

7



Ñèñòåìà (1.13) � ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ èìååò íåòðè-

âèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Ðàñêðûâàÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

s2 − (a+ d)s+ (ad− bc) = 0. (1.14)

Çàìåòèì, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè (1.14) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî êîýôôè-

öèåíòàì èñõîäíîé ñèñòåìû (1.1). Äåéñòâèòåëüíî, èç (1.4) âûòåêàåò, ÷òî

W (t) =

∣∣∣∣∣ φ1(T ) ψ1(T )

φ2(T ) ψ2(T )

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a c

b d

∣∣∣∣∣ = ad− bc.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

W (T ) = W (0)× exp


T∫

0

[p11(t) + p22(t)] dt

 = exp


T∫

0

[p11(t) + p22(t)] dt

.
Ñëåäîâàòåëüíî,

ad− bc = exp


T∫

0

[p11(t) + p22(t)] dt

, (1.15)

ò.å. ñâîáîäíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè (1.14) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ÷åðåç êîýôôèöèåíòû

p11(t) è p22(t) èñõîäíîé ñèñòåìû.

Ïóñòü s1 è s2 � êîðíè óðàâíåíèÿ (1.14) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè íå êðàòíû. Â

ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.13) èìååò äâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì
A1

B1

=
c

s1 − a
=
s1 − d

b
,

A2

B2

=
c

s2 − a
=
s2 − d

b
. (1.16)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ âèäà (1.9), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ (1.8), ò.å.

xxx1(t+ T ) = s1xxx1(t),xxx2(t+ T ) = s2xxx2(t). (1.17)

Çàìåòèì, ÷òî èç (1.17) âûòåêàåò, ÷òî ÷åðåç n ïåðèîäîâ áóäó âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

xxx1(t+ nT ) = (s1)
nxxx1(t),xxx2(t+ nT ) = (s2)

nxxx2(t). (1.18)

Ðåøåíèÿ x1(t) è x2(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ìîãóò áûòü âûáðàíû â êà÷åñòâå ôóíäà-

ìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå xxx1(t) è xxx2(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

xxx1(t) = eλ1tΦΦΦ1(t), xxx2(t) = eλ2tΦΦΦ2(t), (1.19)

ãäå ΦΦΦj(t), j = 1, 2 - ïåðèîäè÷åñêèå âåêòîð-ôóíêöèè ïåðèîäà T , èìåþùèå âèä

ΦΦΦ1(t) =

Φ11(t),

Φ21(t),

 , ΦΦΦ2(t) =

Φ12(t),

Φ22(t),

 , (1.20)
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Â (1.19) λj - ïîñòîÿííûå ÷èñëà ñâÿçàíû ñ si ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

λj =
1

T

[
ln |sj| ± i(arg sj + 2πk)

]
, (1.21)

ãäå j = 1, 2; k = 0,±1,±2, . . .. Ïîñòîÿííûå ÷èñëà sj íàçûâàþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðà-

ìè, à λj - õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè ñèñòåìû (1.1).

Ïðåæäå âñåãî óáåäèìñÿ, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèèΦΦΦ1(t) èΦΦΦ2(t) ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì

T , ò.å.

ΦΦΦj(t+ T ) = ΦΦΦj(t), j = 1, 2.

Èç (1.19) èìååì

ΦΦΦj(t) = xxxj(t)e
−λjt, (1.22)

à èç (1.17) è (1.21) -

xxxj(t+ T ) = sjxxxj(t) = eλjTxxxj(t), (1.23)

Â ñèëó (1.22) è (1.23) èìååì

ΦΦΦj(t+ T ) = xxxj(t+ T )e−λj(t+T ) = eλjTxxxj(t)e
−λj(t+T ) = xxxj(t)e

λjt = ΦΦΦj(t), (1.24)

ò.å. ΦΦΦj(t), j = 1, 2 äåéñòâèòåëüíî ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì T .

Ïîñêîëüêó xxx1(t) è xxx2(t) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, îáùåå ðå-

øåíèå ñèñòåìû (1.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

xxx(t) =
2∑

j=1

Cje
λjtΦΦΦj(t), (1.25)

ãäå Cj - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèèΦΦΦj(t) íàçûâàþòñÿ ôóíê-

öèÿìè Ôëîêå.

1.1.2 Îòîáðàæåíèå ÷åðåç ïåðèîä

Ñèñòåìà (1.1) ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé è åå òðàåêòîðèè çàäàþò îòîáðàæåíèå gt :

R2 → R2, ïåðåâîäÿùåå íà÷àëüíîå óñëîâèå xxx(0) ∈ R2 â çíà÷åíèå vvv(t) â ìîìåíò t

(gtxxx(0) = vvv(t)), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ vvv(0) = xxx(0). Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò

ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îòîáðàæåíèå gt íå óäî-

âëåòâîðÿåò ãðóïïîâîìó óñëîâèþ). Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ñèñòåìû (1.1) âàæíóþ ðîëü

èãðàåò îòîáðàæåíèå gT , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ [5] îòîáðàæåíèåì çà ïåðèîä. Íàéäåì âèä

ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), êîòîðîå ñîãëàñíî (1.25) èìååò âèäx1(t) = C1e
λ1tΦ11(t) + C2e

λ2tΦ12(t),

x2(t) = C1e
λ1tΦ21(t) + C2e

λ2tΦ22(t).
(1.26)
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Èç (1.22) âûòåêàåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíûì óñëî-

âèÿì x1 = x1(0) è x2 = x2(0) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìx1(t) = C0
1e

λ1tΦ11(t) + C0
2e

λ2tΦ12(t),

x2(t) = C0
1e

λ1tΦ21(t) + C0
2e

λ2tΦ22(t).
(1.27)

ãäå

C0
1 =

∆1

∆
,

C0
2 =

∆2

∆
,

∆1 = x1(0)Φ22(0)− x2(0)Φ12(0), (1.28)

∆2 = x2(0)Φ11(0)− x1(0)Φ21(0),

∆ = Φ11(0)Φ22(0)− Φ12(0)Φ21(0).

Çàìåòèì, ÷òî èç (1.22) è (1.9) ñëåäóåò, ÷òî

Φ11(0) = A1, Φ12(0) = A2, (1.29)

Φ21(0) = B1, Φ22(0) = B2.

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.27) t = T è ó÷èòûâàÿ (1.28) è (1.29), ïîëó÷èì
x1(T ) =

A1B2s1 − A2B1s2
A1B2 − A2B1

x1(0) +
(s2 − s1)A1A2

A1B2 − A2B1

x2(0),

x2(T ) =
(s1 − s2)B1B2

A1B2 − A2B1

x1(0) +
A1B2s2 − A2B1s1
A1B2 − A2B1

x2(0).

(1.30)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (1.16), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

A1B2s1 − A2B1s2
A1B2 − A2B1

≡ a,
(s2 − s1)A1A2

A1B2 − A2B1

≡ c,

(s1 − s2)B1B2

A1B2 − A2B1

≡ b,
A1B2s2 − A2B1s1
A1B2 − A2B1

≡ d,

è ñèñòåìà (1.30) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåx1(T ) = ax1(0) + cx2(0),

x2(T ) = bx1(0) + dx2(0).
(1.31)

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå gT çà ïåðèîä â âåêòîðíîé ôîðìå èìååò âèä

xxx(T ) = Gxxx(0), (1.32)

ãäå

G =

(
a c

b d

)
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1.1.3 Óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ

Ñèñòåìà (1.31) ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ëèíåéíûì òî÷å÷íûì îòîáðàæåíèåì, â êîòî-

ðîì ðîëü äèñêðåòíîãî âðåìåíè èãðàåò ïåðèîä T , à ðåøåíèå x1 = x2 = 0 ÿâëÿåòñÿ åãî

íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, à,

ñëåäîâàòåëüíî, è òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) îïðåäåëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòî-

ðàìè ýòîé òî÷êè. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå (16.31) ïîñòðîåíî ïî òðàåêòîðèÿì äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû (1.1) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ìóëüòèïëèêàòîðû s1 è s2 óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèþ s1s2 > 0. Íàïîìíèì, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà áóäåò óñòîé÷èâîé, åñëè

|sj| < 1, j = 1, 2, íåóñòîé÷èâîé, åñëè |sj| > 1, j = 1, 2 è ñåäëîâîé, åñëè îäèí èç ìóëü-

òèïëèêàòîðîâ ëåæèò âíóòðè , à äðóãîé � âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè. Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòèõ óñëîâèé. Ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (1.31) â âèäå (ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ

ïðîäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî){
u1(T ) = s1u1(0),

u2(T ) = s2u2(0).
(1.33)

Ââåäåì íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (u1, u2) âåêòîð, íà÷àëî êîòîðîãî ðàñïîëîæèì â íà÷àëå

êîîðäèíàò u1 = u2 = 0, à êîíåö � â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè u1 = u1(0), u2 = u2(0)

(ðèñ. 1.1à). Èññëåäóåì ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî âåêòîðà ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ gT .

Äåéñòâèòåëüíûå ìóëüòèïëèêàòîðû.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé |sj| < 1, j=1, 2,

â ñèëó (1.33), çà îäíó èòåðàöèþ îòîáðàæåíèÿ gT äëèíà âåêòîðà ñîêðàùàåòñÿ, è îí

ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà íåêîòîðûé óãîë. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ íîâûé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû òîãî æå çíàêà, ÷òî è íà÷àëüíûé âåêòîð

(ðèñ. 1.1à). Åñëè æå ìóëüòèïëèêàòîðû ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, òî íîâûé âåê-

òîð èìååò êîîðäèíàòû ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì âåêòîðîì

(ðèñ. 1.1á). Ïîñêîëüêó íà êàæäîé ïîñëåäóþùåé èòåðàöèè äëèíà âåêòîðà âíîâü ñîêðà-

ùàåòñÿ, òî ïðè n → +∞ îíà àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

ðåøåíèå u1 = u2 = 0, à çíà÷èò è x1 = x2 = 0, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |sj| > 1, òî íà

êàæäîé èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ gT äëèíà íà÷àëüíîãî âåêòîðà áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, è,

ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå x1 = x2 = 0 � íåóñòîé÷èâî. Çàìåòèì, ÷òî êîãäà îäèí èç ìóëü-

òèïëèêàòîðîâ, íàïðèìåð s1, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |s1| > 1, à âòîðîé � |s2| < 1, òî íà

êàæäîé èòåðàöèè óâåëè÷åíèå äëèíû âåêòîðà ñîïðîâîæäàåòñÿ åãî àñèìïòîòè÷åñêèì

ïðèáëèæåíèåì ê îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò (ðèñ. 1.1â,ã).

Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ìóëüòèïëèêàòîðû. Ïóñòü s1,2 = α ± β. Â ýòîì
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Ðèñ. 1.1: Ïðåîáðàçîâàíèå íà÷àëüíîãî âåêòîðà çà îäíó èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ gT . Â

ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ: 0 < s2 < s1 < 1 (à); −1 < s1 < s2 < 0

(á); 0 < s2 < 1 < s1 (â); s1 < −1 < s2 < 0 (ã). Â ñëó÷àå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ

ìóëüòèïëèêàòîðîâ: |s| < 1 (ä); |s| > 1 (å); |s| = 1 (æ).
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ñëó÷àå â ñèñòåìå (1.33) çíà÷åíèÿ uj(0) è uj(T ), j = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè, ò.å.{
uj(0) = u(0)± v(0),

uj(T ) = u(T )± v(T ).
(1.34)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.34) â ñèñòåìó (1.33) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì, ÷òî{
u(T ) = αu(0)− βv(0),

v(T ) = αu(0) + βv(0).
(1.35)

ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (1.35) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ{
φ(T ) = φ(0) + ω,

ρ(T ) = |s|ρ(0).
(1.36)

ãäå |s| =
√
α2 + β2, α = |s| cosω, β = |s| sinω. Â ñèëó (1.36) íà ïëîñêîñòè (u, v) êàæ-

äàÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ gT ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó íà÷àëüíîãî âåêòîðà íà óãîë ω

è èçìåíåíèþ åãî äëèíû â |s| ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè |s| < 1, òî äëèíà íà÷àëüíîãî

âåêòîðà ïîä äåéñòâèåì gT íåïðåðûâíî óìåíüøàåòñÿ è àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòüñÿ

ê íóëþ (ðèñ. 1.1ä). Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå x1 = x2 = 0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâûì. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà |s| > 1 äåéñòâèå gT ïðèâîäèò íà êàæäîé

èòåðàöèè ê óâåëè÷åíèþ äëèíû âåêòîðà, è ðåøåíèå x1 = x2 = 0 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷è-

âûì (ðèñ. 1.1å). Åñëè |s| = 1, òî äëèíà âåêòîðà íà êàæäîé èòåðàöèè ñîõðàíÿåòñÿ, íî

îí ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë ω (ðèñ. 1.1æ).

1.2 Îñíîâíûå ðåæèìû ëèíåéíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ

ñèñòåì

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1.1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, òî èç óñëîâèé ëîêàëüíîé óñòîé÷èâî-

ñòè ðåøåíèÿ x1 = x2 = 0 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ

ñèñòåì ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

• Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà, íàõîäÿùàÿñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ñîñòîÿíèè ðàâ-

íîâåñèÿ, îñòàíåòñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè ïðè ëþáîì t > 0, ò.ê. ñèñòåìà (1.1) âñåãäà

èìååò ðåøåíèå x1 = x2 = 0. Ïîýòîìó ïàðàìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó, èçíà÷àëüíî íà-

õîäÿùóþñÿ â ïîêîå íåëüçÿ âûâåñòè èç ýòîãî ñîñòîÿíèÿ èçìåíÿÿ åå ïàðàìåòðû.

Íàïðèìåð, åñëè ìàÿòíèê íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, òî äîáèòüñÿ âîçáóæäå-

íèÿ åãî êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ ëèøü åãî äëèíû íåëüçÿ.

• Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü êàê óñòîé÷èâûì,

òàê è íåóñòîé÷èâûì.
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• Åñëè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî è ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà âûâåäåíà

èç ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, òî â íåé âîçíèêíóò êîëåáàíèÿ, àìïëèòóäà êîòîðûõ áóäåò

ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàòü. Ýòîò ïðîöåññ íàðàñòàíèÿ ðàçìàõîâ êîëåáàíèé ïðè

ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì

ðåçîíàíñîì.

1.2.1 Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è ðåçîíàíñ

Óñòàíîâèì óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â îäíîì ÷àñòíîì,

íî âàæíîì ñëó÷àå ñèñòåìû (1.1). Ïóñòü â ýòîé ñèñòåìå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ: p11(t) ≡ 0, p12(t) ≡ 0, p22(t) ≡ 0. Íàïðèìåð, ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ òàêèõ

êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ôèçèêè êàê Ìàòüå (Mathieu) è Õèëëà (Hill). Ïðè ñäåëàííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà (1.1) ïðèìåò âèä{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = p21(t)x1.
(1.37)

Â ñèëó (1.15), íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíîãî âèäà p21(t), äëÿ ñèñòåìû (1.37) âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå (ad − bc) = 1 è óðàâíåíèå (1.14) äëÿ íàõîæäåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â âèäå

s2 − 2Ps+ 1 = 0, (1.38)

ãäå 2P = a + d. Ðàññìîòðèì äèíàìèêó ñèñòåìû (1.37) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ

êîýôôèöèåíòà P .

1. Ïóñòü |P | < 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìóëüòèïëèêàòîðû áóäóò êîìïëåêñíûìè

s1,2 = P ± i
√
1− P 2.

Ïîñêîëüêó |s| = 1, òî íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (u, v) äëèíà íà÷àëüíîãî âåêòîðà çà îä-

íó èòåðàöèþ îòîáðàæåíèÿ gT íå ìåíÿåòñÿ è îí ëèøü ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë ω (ñì.

ðèñ. 1.1æ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà èòåðàöèé íà÷àëüíûé âåêòîð ëèáî

âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå, ëèáî åãî ñîñòîÿíèå áóäåò íåñêîëüêî îòëè÷àòüñÿ îò

èñõîäíîãî. Â ïåðâîì ñëó÷àå â ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå áóäóò ñóùåñòâîâàòü ïåðèî-

äè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, à âî âòîðîì � êîëåáàíèÿ, èìåþùèå íåñîèçìåðèìûå ÷àñòîòû.

Íàéäåì âèä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.37). Èç ôîðìóëû (1.25) äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ

ìîæíî çàïèñàòü

x1(t) = C1e
λ1tΦ11(t) + C2e

λ2tΦ12(t) (1.39)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |s| = 1 èç (1.21) íàõîäèì

λ1 =
q

T
i, λ2 = − q

T
i, (1.40)

ãäå q = | arg sj + 2πk|, j = 1, 2. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå x1(t) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé

ôóíêöèåé, òî â ñèëó (1.40) ïîñòîÿííûå Cj, à òàêæå ôóíêöèè Ôëîêå Φ11(t), Φ12(t)
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x
1

t0

x
1

t0

(à) (á)

Ðèñ. 1.2: Êà÷åñòâåííûé âèä ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé: êâàçèïåðèîäè÷åñêèå (à);

ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèå (á).

äîëæíû áûòü êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûìè âåëè÷èíàìè. Ïðåäñòàâèì èõ â ïîêàçàòåëü-

íîé ôîðìå

C1 =
A

2
eic , C2 =

A

2
e−ic, (1.41)

Φ11(t) = h(t)eiκ(t) , Φ12(t) = h(t)e−iκ(t).

Ïîäñòàâëÿÿ (1.40) è (1.41) â (1.39), ïîëó÷èì

x1(t) = Ah(t) cos(
q

T
t+ c+ κ(t)) èëè

x1(t) = H(t) cos(
q

T
t+ c) + F (t) sin(

q

T
t+ c), (1.42)

ãäå H(t) = Ah(t) cos(κ(t)), F (t) = −Ah(t) sin(κ(t)). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå x1(t)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ïåðèîäàìè T1 = T ,

ïîñêîëüêó H(t) è F (t) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïåðèîäà T , è T2 =

2πT/q. Ïîýòîìó âèä x1(t) îïðåäåëÿåòñÿ òåì êàê ìåæäó ñîáîé ñîîòíîñÿòñÿ ýòè ïåðèîäû

èëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷àñòîòû, òî åñòü

ω1

ω2

=
2π

q
(1.43)

Åñëè îòíîøåíèå (1.43) ïðåäñòàâëÿåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî x1(t) ïåðèîäè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ, à åñëè (1.43) � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî x1(t) êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ |P | < 1 â ñèñòåìå (1.37) ìîãóò ñóùåñòâî-

âàòü îãðàíè÷åííûå êîëåáàíèÿ, íàçûâàåìûå ïàðàìåòðè÷åñêèìè, êîòîðûå áóäóò ëèáî

ïåðèîäè÷åñêèìè, ëèáî êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè (ðèñ. 1.2a).

2. Ïóñòü |P | > 1. Ïðè ýòîì óñëîâèè ìóëüòèïëèêàòîðû sj, j = 1, 2 áóäóò äåé-

ñòâèòåëüíûìè è s1s2 = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî îäèí èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ, íàïðèìåð s1,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |s1| > 1, à äðóãîé � íåðàâåíñòâó |s2| < 1.
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ, ò.å. ñëó÷àé P>1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé òðàêòîâêîé äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèÿ gT . Â èçó÷àåìîì

ñëó÷àå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (u1, u2) äëèíà íà÷àëüíîãî âåêòîðà çà îäíó èòåðàöèþ

îòîáðàæåíèÿ gT óâåëè÷èâàåòñÿ è îí ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà íåêîòîðûé óãîë â íàïðàâëå-

íèè îñè àáñöèññ (ðèñ. 1.1â). Ïðè âñåõ ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå

ïîâòîðÿåòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ, óâåëè÷èâàþùåéñÿ äëèíû, àñèìïòîòè÷å-

ñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê îñè àáñöèññ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìî îò âûáîðà íà÷àëüíîãî

âåêòîðà, ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ gT , ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (1.37)

áóäåò îïðåäåëÿòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì äèíàìèêîé ïåðåìåííîé u1 : u1(nT ) = (s1)
nu1(0)

è u1(nT ) → ∞ ïðè n → ∞, è â ñèñòåìå (1.37) ñóùåñòâóåò ðåæèì ïàðàìåòðè÷åñêî-

ãî ðåçîíàíñà. Íàéäåì òåïåðü âèä ðåøåíèÿ x1(t) ñèñòåìû (1.37), îòâå÷àþùåãî ýòîìó

ðåæèìó. Èç (1.21) ñëåäóåò, ÷òî

λ1 =
1

T
ln(s1) > 0, λ2 =

1

T
ln(s2) =

1

T
ln(

1

s1
) = − 1

T
ln(s1) < 0 (1.44)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå x1(t) áûëî äåéñòâèòåëüíûì, ïðè âûïîëíåíèè (1.44), â (1.39)

ïîñòîÿííûå C1, C2 è ôóíêöèè Ôëîêå Φ11(t),Φ12(t) äîëæíû áûòü äåéñòâèòåëüíûìè

âåëè÷èíàìè. Ïîýòîìó âòîðîå ñëàãàåìîå â (1.39) áûñòðî çàòóõàåò è â (1.39) ìîæíî

îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ïåðâûì ñëàãàåìûì, òî åñòü

x1(t) ≈ C1 exp(
1

T
ln(s1)t)Φ11(t) (1.45)

Èç (1.45) âûòåêàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ x1(t) ðàñòóò ïî çàêîíó ãåîìåò-

ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ðàâåí s1 > 1. Êà÷åñòâåííûé âèä ðåøå-

íèÿ (1.45), ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåæèìó ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïðåäñòàâëåí íà

ðèñóíêå 1.2á. Ïóñòü òåïåðü ìóëüòèïëèêàòîðû s1, s2 áóäóò îòðèöàòåëüíûìè, òî åñòü

âûïîëíåíî óñëîâèå P < −1. Â ýòîì ñëó÷àå íà êàæäîé èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ gT

íà ïëîñêîñòè (u1, u2) äëèíà âåêòîðà âîçðàñòàåò è îí ïîâîðà÷èâàåòñÿ â íàïðàâëåíèè

îñè àáñöèññ (ðèñ.1.1ã). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ âîçðàñòàþùåé

äëèíû àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê îñè àáñöèññ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó ïà-

ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ñèñòåìå (1.37). Îäíàêî, ïîñêîëüêó ìóëüòèïëèêàòîðû îò-

ðèöàòåëüíû, êîîðäèíàòû âåêòîðîâ âîñïðîèçâîäÿòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé çà

äâå èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ gT , à íå çà îäíó, êàê ýòî èìååò ìåñòî â ñëó÷àå ïîëî-

æèòåëüíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Â öåëîì, ýòà îñîáåííîñòü íå ìåíÿåò îáùèõ ñâîéñòâ

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, êîòîðûé ïî-ïðåæíåìó ìîæåò áûòü îïèñàí ñîîòíîøå-

íèåì (1.45), íî âíîñèò íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå ÷åðòû â ãðàôèê ôóíêöèè x1(t). Íà

ãðàôèêå x1(t) ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà âåëè÷èíó 2T , ìåæäó

êîòîðûìè ñóùåñòâóåò åùå íåñêîëüêî ìàêñèìóìîâ ìåíüøåé âåëè÷èíû (ñì. ðèñ. 1.5).

Ïóñòü P = 1. Çíà÷åíèÿ P = ±1 îïðåäåëÿþò ãðàíèöû, îòäåëÿþùèå îáëàñòè îãðà-

íè÷åííûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Äëÿ ýòèõ çíà-

÷åíèé P ìóëüòèïëèêàòîðû ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è êðàòíûìè (s1 = s2 = s = 1,
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åñëè P = 1 è s1 = s2 = s = −1, åñëè P = −1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëó (1.25) äëÿ

îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.37) èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ. Â ñëó÷àå êðàòíûõ ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ ðåøåíèå èìååò âèä

x1(t) = C1 exp(λt)Φ(t) + C2t exp(λt)Φ(t),

ãäå λ = 1
T
ln(s). Ïîñêîëüêó, â ýòîì ñëó÷àå â îáùåì ðåøåíèè ïðèñóòñòâóåò ëèíåéíî

ðàñòóùèé âî âðåìåíè ñîìíîæèòåëü ðåøåíèå x1 = x2 = 0 áóäåò íåóñòîé÷èâûì.

1.2.2 Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà

Ðàññìîòðèì ìàÿòíèê [3�5], ñîâåðøàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ îêîëî íèæíåãî ïîëî-

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîãäà åãî äëèíà ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ ñ ïåðèîäîì T , òî åñòü

l(t+ T ) = l(T ). Äèíàìèêà òàêîãî ìàÿòíèêà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

φ̈+ 2δφ̇+ gφ/l(t) = 0 (1.46)

ãäå 0 < δ - ïàðàìåòð õàðàêòåðèçóþùèé äèññèïàòèâíûå ïîòåðè ñâÿçàííûå ñ òðåíèåì.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà ìàÿòíèêà èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî è íà îäíîì ïåðèîäå

T è çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

l(t) =

{
l0 − a0

2
, åñëè 0 ≤ t ≤ T

2

l0 +
a0
2
, åñëè T

2
≤ t ≤ T,

ãäå ïàðàìåòð l0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ l0 >
a0
2
. Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà ÷àñòîòû

ω2
1 =

g

l0 − a0
2

, (1.47)

ω2
2 =

g

l0 +
a0
2

.

Êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà â êîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå

Ïóñòü òðåíèå îòñóòñòâóåò è ïàðàìåòð δ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ó÷åòå (1.47),

óðàâíåíèå (1.46) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå{
φ̇ = y,

ẏ = −ω2(t)y,
(1.48)

ãäå ω(t+ T ) = ω(t) è íà ïåðèîäå T èìååò âèä

ω2(t) =

{
ω2
1, 0 ≤ t ≤ T

2
,

ω2
2,

T
2
≤ t ≤ T.

(1.49)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà (1.48) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (1.37) ïðè p21(t) =

ω2(t). Ïîýòîìó äëÿ ïîíèìàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû (1.48) íàì äîñòàòî÷íî âûðàçèòü
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êîýôôèöèåíò P ÷åðåç ïàðàìåòðû ñèñòåìû è íàéòè ãðàíèöû çîí ïàðàìåòðè÷åñêîãî

ðåçîíàíñà, êîòîðûå çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè P = ±1. Ïîñêîëüêó 2P = a+d, òî äëÿ ýòîãî

íóæíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû a è d, ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû G (ñì.

ðàçäåë 1.1.2), çàäàþùåé îòîáðàæåíèå gT . Ñèñòåìà (1.48) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé

è ïîýòîìó

G = G2 ·G1, (1.50)

ãäå G2 è G1 îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé (1.48) ñîîòâåòñòâåííî ïðè ω
2(t) = ω2

1 è ω
2(t) = ω2

2.

Ìàòðèöà G1. Íàéäåì äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.48) ïðè

ω2(t)=ω2
1. Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå

x1(t) = φ1(t) ≡ A1 cos(ω1t) + B1 sin(ω1t)

x2(t) = φ2(t) ≡ −A1ω1 sin(ω1t) +B1ω1 cos(ω1t).

Èç óñëîâèé

φ1(0) = 1, φ2(0) = 0

íàõîäèì, ÷òî A1 = 1, B1 = 0 è ïåðâîå ðåøåíèå èìååò âèä

φ1(t) = cos(ω1t), φ2(t) = −ω1 sin(ω1t) (1.51)

Âòîðîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Îíî èìååò âèä

Ψ1(t) =
sin(ω1t)

ω1

, Ψ2(t) = cos(ω1t). (1.52)

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.51) è (1.52) âðåìÿ t = T/2 (ñì. ôîðìóëó (1.7)) óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû G1 çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

a1 = cos

(
ω1T

2

)
, b1 = −ω1 sin

(
ω1T

2

)
,

c1 =

sin

(
ω1T

2

)
ω1

, d1 = cos

(
ω1T

2

)
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

G1 =

 cos(α)
sin(α)

ω1

−ω1 sin(α) cos(α)

 ,

ãäå α = ω1T/2.

Ìàòðèöà G2. Âèä ìàòðèöû G2 íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî (ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ïðî-

äåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî). Îíà èìååò âèä

G2 =

 cos(β)
sin(β)

ω2

−ω2 sin(β) cos(β)

 ,
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ãäå β = ω2T/2. Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû G1 è G2 óñòàíàâëèâàåì (ñì. (1.50)), ÷òî ýëå-

ìåíòû ìàòðèöû G èìåþò âèä

a = cosα cos β − ω1

ω2

sinα sin β, b = −ω2 cosα cos β − ω1 sinα cos β,

c =
sinα cos β

ω1

+
cosα sin β

ω2

, d = cosα cos β − ω2

ω1

sinα sin β.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

2P = a+ d = 2 cosα cos β − ω2
1 + ω2

2

ω1ω2

sinα sin β. (1.53)

Ââåäåì â (1.53)) íîâûå ïàðàìåòðû, èìåþùèå ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë

ω2
0 =

g

l0
, T0 =

2π

ω0

, ε =
a

2l0
, γ =

T

T0
. (1.54)

Â (1.54) ω0 - ÷àñòîòà, à T0 - ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ïðè îòñóòñòâèè

ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, ïàðàìåòð ε õàðàêòåðèçóåò ãëóáèíó ïàðàìåòðè÷åñêîé

ìîäóëÿöèè (0 < ε < 1), à ïàðàìåòð γ - ñîîòíîøåíèå ìåæäó õàðàêòåðíûì âðåìå-

íåì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà è ïåðèîäîì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî

α =
πγ√
1− ε

, β =
πγ√
1 + ε

,
ω2
1 + ω2

2

ω1ω2

=
2√

1− ε2
. (1.55)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.55)) â (1.53)), ïîëó÷èì

P = cos

(
πγ√
1−ε

)
cos

(
πγ√
1+ε

)
−

− 1√
1−ε2

sin

(
πγ√
1−ε

)
sin

(
πγ√
1+ε

)
.

(1.56)

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ (γ, ε) è ïîñòðîèì íà ýòîé ïëîñêîñòè îáëàñòè

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà è îãðàíè÷åííûõ êîëåáàíèé. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

ýòà ïëîñêîñòü ëèíèÿìè P = 0 (ïóíêòèðíûå ëèíèè íà ðèñ. 1.3) äåëèòñÿ íà ÷åðåäó-

þùèåñÿ ìåæäó ñîáîé îáëàñòè, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íåðàâåíñòâî

P < 0 è P > 0. Ïðè ýòîì, è òåõ è äðóãèõ îáëàñòåé ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî. Äëÿ

ïåðâîãî ñåìåéñòâà îáëàñòåé ãðàíèöà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà çàäàåòñÿ óñëîâèåì

P = −1, à äëÿ âòîðîãî � P = 1. Óñëîâèå P = −1 âûäåëÿåò íà ïëîñêîñòè (γ, ε) îá-

ëàñòè, îòìå÷åííûå íà ðèñ. 1.3 ñåðûì öâåòîì. Îíè èìåþò ôîðìó çîí, ïðèìûêàþùèõ

ê îñè ε = 0 â òî÷êàõ γ = 1/2 + k, ãäå k = 0, 1, 2, . . . . Ñåìåéñòâî ýòèõ çîí îáîçíà÷èì

÷åðåç P−. Â ñâîþ î÷åðåäü, óñëîâèå P = 1 çàäàåò ãðàíèöû îáëàñòåé, îòìå÷åííûõ íà

ðèñ. 1.3 ÷¼ðíûì öâåòîì. Îíè, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, èìåþò ôîðìó çîí, êîòîðûå

ïðèìûêàþò ê îñè ε = 0 â òî÷êàõ γ = k, ãäå k = 1, 2, 3, . . . . Îáîçíà÷èì ÷åðåç P+ ýòî

ñåìåéñòâî çîí. Ñåìåéñòâà P+ è P− ñîñòîÿò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çîí, íî êàæäîé

èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò ðåæèì ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Çîíàì ñåìåéñòâà P− ñîîò-

âåòñòâóåò îòðèöàòåëüíûå, à çîíàì ñåìåéñòâà P+ � ïîëîæèòåëüíûå ìóëüòèïëèêàòîðû

ðåøåíèÿ φ = y = 0.
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Ðèñ. 1.3: Çîíû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ñèñòåìû (1.48) ïîñòðîåííûå ÷èñëåííî ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (1.56): ñåìåéñòâî P− (ñåðûé öâåò) ñåìåéñòâî P+ (÷åðíûé

öâåò).

Ýòî îòëè÷èå âíîñèò íåêîòîðóþ ñïåöèôèêó â ïðîöåññ íàðàñòàíèÿ êîëåáàíèé. Íà

ðèñ. 1.4 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.48) â òð¼õìåðíîì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Ðèñ. 1.4à ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç çîí ñåìåéñòâà P+, à ðèñ. 1.4á � ñåìåé-

ñòâà P−. Òèïè÷íûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû (1.48), ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåæèìó ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.5. Îáðàòèì âíèìàíèå,

÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííîé φ(t) ñîñòàâëÿåò T äëÿ

çîí ñåìåéñòâà P+ è 2T äëÿ çîí ñåìåéñòâà P−. Äðóãàÿ èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòü çîí

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ñèñòåìû (1.48) íàáëþäàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε. Íà÷èíàÿ ñî âòîðûõ çîí êàæäîãî èç ñåìåéñòâ P+ è P−, ïðè

íåêîòîðûõ ε îíè âûðîæäàþòñÿ â òî÷êè, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî èìååò ìåñòî ïðè ε = 0.

Íàïðèìåð, ó âòîðûõ çîí èìååòñÿ ïî îäíîé òàêîé òî÷êå. Ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðîâ çîí

÷èñëî òî÷åê "âûðîæäåíèÿ"ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëüøå (ðèñ. 1.3). Åñëè ïàðàìåòð ε áóäåò

ðàâåí îðäèíàòå òàêîé òî÷êè, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çîíà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàí-

ñà íå ñóùåñòâóåò ïðè äàííîì ε. Çàìåòèì, ÷òî âíå çîí ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà

êîëåáàíèÿ ñèñòåìû (1.48) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè (ëèáî ïåðèîäè÷åñêèìè, ëèáî êâà-

çèïåðèîäè÷åñêèìè).
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(à)

(á)

Ðèñ. 1.4: Òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (1.48), ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-

æèìàì ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà: äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èç çîíû ñåìåéñòâà P+

(à) è P− (á).
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(à)

(á)

Ðèñ. 1.5: Êîëåáàíèÿ ñèñòåìû (1.48), ñîîòâåòñòâóþùèå ðåæèìàì ïàðàìåòðè÷åñêîãî

ðåçîíàíñà.
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Êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ïðè ó÷åòå ïîòåðü

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.46) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå{
φ̇ = y,

ẏ = −ω2(t)− 2δy.
(1.57)

Îãðàíè÷èì íàøå ðàññìîòðåíèå óñëîâèåì äîñòàòî÷íî ñëàáûõ ïîòåðü. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî δ2 < ω2
2. Ïðè ýòîì óñëîâèè â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ

ìàÿòíèê ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå îñöèëëÿòîðíûå êîëåáàíèÿ (íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè

ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ôîêóñ). Ïîñêîëüêó ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé

ñèñòåìû ðåøåíèé ñèñòåìû (1.57) àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ δ = 0, ìû íå áóäåì çäåñü ïðî-

äåëûâàòü âñå âûêëàäêè äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé, à ñðàçó ïðåäñòàâèì êîýôôè-

öèåíòû ìàòðèö G1 è G2.

Êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû G1:

a1 = e−
δT
2

(
cosα +

δ

Ω1

sinα

)
,

b1 = −e−
δT
2
ω2
1

Ω1

sinα, (1.58)

c1 = e−
δT
2
sinα

Ω1

,

d1 = e−
δT
2

(
cosα− δ

Ω1

sinα

)
,

ãäå Ω1 =
√
ω2
1 − δ2, α = Ω1T

2
.

Êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû G2:

a2 = e−
δT
2

(
cos β +

δ

Ω2

sin β

)
,

b2 = −e−
δT
2
ω2
2

Ω2

sin β, (1.59)

c2 = e−
δT
2
sin β

Ω2

,

d2 = e−
δT
2

(
cos β − δ

Ω2

sin β

)
,

ãäå Ω2 =
√
ω2
2 − δ2, β = Ω2T

2
.

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû G1 è G2, ïðè ó÷åòå (1.58), (1.59), ìîæíî íàéòè ìàòðèöó G.

Ìû äåëàòü ýòîãî íå áóäåì, íàéäåì ëèøü êîýôôèöèåíò P

2P = a+ d = a1a2 + b1c2 + b2c1 + d1d2 = 2e−δTP0,

ãäå

P0 = cosα cos β − Ω2
1 + Ω2

2

2Ω1Ω2

sinα sin β.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (1.14), îïðåäåëÿþùåãî ìóëüòèïëèêàòîðû, íàì îñòàëîñü

íàéòè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû G. Óäîáíåå âñåãî åãî óñòàíîâèòü èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-

íèå (1.15). Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ñèñòåìû (1.57) èìååì p11(t) ≡ 0, à p22(t) = −2δ.

Ïîýòîìó detG = ad − bc = e−2δT è óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ

èìååò âèä

s2 − 2e−δTP0s+ e−2δT = 0 (1.60)

Ãðàíèöå îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè ìóëüòèïëèêàòîðîâ (ñì. ðàçäåë 1.1.3) ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðà-

äèóñà, óðàâíåíèå êîòîðîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

s = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. (1.61)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.61) â óðàâíåíèå (1.60) è ðàçäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè,

ïîëó÷èì {
cos(2θ)− 2e−δTP0 cos θ + e−2δT = 0,

sin(2θ)− 2e−δTP0 sin θ = 0.
(1.62)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.62) èìååò ðåøåíèÿ: θ = 0, θ = π è

cos θ = e−δTP0. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ðåøåíèé â ïåðâîå óðàâíåíèå (1.62) ïîëó÷èì

ñîîòâåòñòâåííî

P0 = ch(δT ) (1.63)

P0 = − ch(δT ) (1.64)

e−2δT = 1 (1.65)

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (1.65) íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíèöà îá-

ëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1.63) è (1.64). Ïðè âû-

ïîëíåíèè (1.63) ìóëüòèïëèêàòîðû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ s1 = 1, s2 = e−2δT < 1, à

ïðè âûïîëíåíèè (1.64) - óñëîâèþ s1 = −1, s2 = −e−2δT > −1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè

ïàðàìåòðîâ ε è γ (ñì. (1.54)) óñëîâèÿ (1.63), (1.64) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì

âèäå

cos

(
πγκ√
1− ε

)
cos

(
πγσ√
1 + ε

)
− 1− δ2(1− ε2)

κσ
√
1− ε2

×

× sin

(
πγκ√
1− ε

)
sin

(
πγσ√
1 + ε

)
= ± ch(δT )

(1.66)

ãäå κ =
√
1− δ2(1−ε)

ω2
0

, σ =
√

1− δ2(1+ε)

ω2
0

.

Íà ðèñ. 1.6 ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî çîí ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, ïîñòðîåí-

íûõ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1.66). Êàê è â ñëó÷àþ δ = 0, íà ïëîñêîñòè (γ, ε)

ñóùåñòâóåò äâà áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâà çîí, îäíî èç êîòîðûõ îáðàçóåò çîíû ðàñïîëî-

æåííûå â îáëàñòÿõ, ãäå P0 < 0 (çîíû ïîìå÷åíû ñåðûì öâåòîì), à äðóãîå - â îáëàñòÿõ,
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Ðèñ. 1.6: Çîíû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ñèñòåìû (1.57).

ãäå P0 > 0. Â îòëè÷èè îò êîíñåðâàòèâíîãî ñëó÷àÿ δ = 0 çîíû ïàðàìåòðè÷åñêîãî

ðåçîíàíñà ê îñè ε = 0 íå ïðèìûêàþò. Äðóãèìè ñëîâàìè â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ïî-

ðîã âîçáóæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, âîçíèêàþùèé â ðåçóëüòàòå çàòóõà-

íèÿ. Äðóãàÿ îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü äèññèïàòèâíîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

íà÷èíàÿ ñî âòîðûõ çîí îáåèõ ñåìåéñòâ, êàæäàÿ èç íèõ ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå,

íåñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ïîäçîíû (ðèñ. 1.6). Ïðè÷åì ýòèõ ïîäçîí òåì áîëüøå, ÷åì

áîëüøå íîìåð îñíîâíîé çîíû. Ýòîò ýôôåêò ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ε

îïðåäåëåíûå çîíû íå ñóùåñòâóþò, õîòÿ ñîñåäíèå ñ íåé íå èñ÷åçàþò. Íàïðèìåð, ïðè

âòîðàÿ çîíà ñåðîãî ñåìåéñòâà íå ñóùåñòâóåò, à äâå ñîñåäíèå çîíû òåìíîãî ñåìåéñòâà

ïðèñóòñòâóþò (ðèñ. 1.6). Âíå çîí ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ñèñòåìå (1.57) ñóùå-

ñòâóþò óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.
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1.3 Äèíàìèêà ìàÿòíèêà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîä-

âåñà

Ðàññìîòðèì ìàÿòíèê, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò âåðòèêàëüíûå êîëåáà-

íèÿ ñ àìïëèòóäîé a è ïåðèîäîì 2τ (ðèñ. 1.7). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî äëèíà ìà-

y

0
a

a

l
j

mg

Ðèñ. 1.7: Ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîäâåñà (¾ïåðåâåðíóòûé¿ ìàÿòíèê).

ÿòíèêà l0 ≫ a, à êîëåáàíèÿ òî÷êè ïîäâåñà ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðûìè, òî åñòü

τ ≪ 1. Êðîìå òîãî, ïóñòü òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò ðàâíîïåðåìåííîå äâèæåíèå ñ ïî-

ñòîÿííûì óñêîðåíèåì ðàâíûì ±c. Òîãäà â òå÷åíèå êàæäîãî ïîëóïåðèîäà óñêîðåíèå
òî÷êè ïîäâåñà c =

8a

τ 2
, à ÷àñòîòà å¼ êîëåáàíèé ω2

p =
c

l
=

8a

lτ 2
. Ìû ïðåäëîæèì òàêæå,

÷òî çàòóõàíèå îòñóòñòâóåò. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìàëûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà â

îêðåñòíîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé{
φ̇ = y,

ẏ = (ω2
0 ± ω2

p)φ,
(1.67)

ãäå ω2
0 =

g

l
� ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ìàÿòíèêà ïðè îòñóòñòâèè ïàðìåòðè÷åñêîãî âîçäåé-

ñòâèÿ, à çíàê ïåðåä ω2
p èçìåíÿåòñÿ ÷åðåç âðåìÿ τ . Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî ω2
p > ω2

0, ïîñêîëüêó òî÷êà ïîäâåñà êîëåáëåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî. Ñèñòåìà (1.67)

ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìà ìåòîäèêà èçëîæåííàÿ â ðàç-

äåëå 1.2.2. Ñîãëàñíî åé ìàòðèöà G, çàäàþùàÿ îòîáðàæåíèå çà ïåðèîä, îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì G = G2 ·G1. Íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðèö G1 è G2.

Ìàòðèöà G1. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò òî÷êà ïîäâåñà íàõîäèòñÿ â êðàéíåì

âåðõíåì ïîëîæåíèè. Òîãäà â òå÷åíèè ïîëóïåðèîäà äèíàìèêà ìàÿòíèêà áóäåò îïèñû-

âàòüñÿ ñèñòåìîé {
φ̇ = y,

ẏ = p2φ,
(1.68)
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ãäå p2 = ω2
0 + ω2

p. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàçäåëå 1.2.2, ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé èìååò âèä

φ1(t) ≡ cosh(pt), ψ1(t) ≡ 1
p
sinh(pt),

φ2(t) ≡ p sinh(pt), ψ2(t) ≡ cosh(pt).
(1.69)

Èç (1.69) âûòåêàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû èìåþò âèä

a1 = cosh(pτ), c1 =
1

p
sinh(pτ),

b1 = p sinh(pτ), d1 = cosh(pτ).

Ìàòðèöà G2. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà, êîãäà òî÷êà ïîäâåñà äâè-

æåòñÿ èç êðàéíåãî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ââåðõ. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà ìàÿòíèêà â

òå÷åíèå ïîëóïåðèîäà áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñèñòåìîé

φ̇ = y, ẏ = −ω2φ. (1.70)

ãäå ω2 = ω2
p − ω2

0. Íà ýòîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

ñèñòåìû (1.70) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

φ1(t) ≡ cos(ωt), ψ1(t) ≡ 1
ω
sin(ωt),

φ2(t) ≡ −ω sin(ωt), ψ2(t) ≡ cos(ωt).
(1.71)

Â ñèëû (1.71) ìàòðèöà G2 èìååò ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû

a2 = cos(ωτ), b2 = −ω sin(ωτ),

c2 =
1
ω
sin(ωτ), d2 = cos(ωτ).

(1.72)

Èç ñîîòíîøåíèé (1.70) è (1.72) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò 2P , âõîäÿùèé â óðàâíå-

íèå (1.38) äëÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ, èìååò âèä

2P = a+ d = a1a2+b1c2 + b2c1 + d1d2 =

= 2 ch(pτ) cos(ωτ) +

(
p

ω
− ω

p

)
sh(pτ) sin(ωτ)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.67) áóäóò îãðàíè÷åííûìè, åñëè áóäåò âû-

ïîëíåíî óñëîâèå ∣∣∣∣ch(pτ) cos(ωτ) + ( pω − ω

p

)
sh(pτ) sin(ωτ)

∣∣∣∣ < 1. (1.73)

Óñëîâèå (1.73) âûïîëíÿåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ τ < 4a√
3gl

(Â.È. Àðíîëüä). Çäåñü

ìû ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ ÷èñëåííî â ñëó÷àå êîãäà àìïëèòóäà êîëå-

áàíèé òî÷êè ïîäâåñà a = 1 ñì, à äëèíà ìàÿòíèêà l = 100 ñì. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ íà ðèñ. 1.8 ïðåäñòàâëåííàÿ, ïîñòðîåííàÿ ÷èñëåííî, çàâèñèìîñòü êîýôôè-

öèåíòà P îò τ äëÿ τ <
√

8a
g
(ýòî îãðàíè÷åíèå íà τ âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà ω2

p > ω2
0).
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Ðèñ. 1.8: Ãðàôèê ôóíêöèè P (τ) äëÿ çíà÷åíèé a = 1ñì l = 100ñì.

Ôóíêöèÿ P (τ) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïåðå-

ñåêàþùåé ïðÿìóþ P = 1 â åäèíñòâåííîé òî÷êå τ = τs = 0.00738. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

τ < τs óñëîâèå (1.73) âûïîëíåíî è ìàÿòíèê ñîâåðøàåò îãðàíè÷åííûå êîëåáàíèÿ â

îêðåñòíîñòè âåðõíåãî, íåóñòîé÷èâîãî ïðè îòñóòñòâèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ

(ωp ≡ 0), ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðõíåå íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå

ìàÿòíèêà ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü âûñîêî÷àñòîòíûìè êîëåáàíèÿìè òî÷êè ïîäâåñà,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî åå êîëåáàíèé â åäèíèöó âðåìåíè N = 1
2τ

ïðåâîñõîäèò (â

äàííîì ïðèìåðå) âåëè÷èíó N > 1
2τs

≈ 68 (êîëåáàíèé â ñåêóíäó).

1.4 Êîëåáàíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ìåäëåííî

èçìåíÿþùåéñÿ ÷àñòîòîé

Ðàññìîòðèì îñöèëëÿòîð, ÷àñòîòà êîòîðîãî ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè

ẍ+ ω2
0(µt)x = 0, (1.74)
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ãäå ôóíêöèÿ ω0(µt) > 0 ïðè âñåõ t, à ïàðàìåòð 0 < µ ≪ 1. Ââåäåì ìåäëåííîå âðåìÿ

τ = µt è ïðåäñòàâèì (1.74) â âèäå ñèñòåìûµ
dx
dτ

= y,

µdy
dτ

= −ω2
0(τ)x.

(1.75)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (1.75) ìåòîäîì ÂÊÁ (Âåíòöåëÿ�Êðàìåðñà�Áðèëëþýíà),

ñîãëàñíî êîòîðîìó 
x = e

s(τ)
µ

∞∑
j=0

µjuj(τ),

y = e
s(τ)
µ

∞∑
j=0

µjvj(τ),
(1.76)

ãäå s(τ), uj(τ) è vj(τ) � ôóíêöèè, êîòîðûå íóæíî íàéòè. Îãðàíè÷èì íàøå ðàññìîòðå-

íèå íàõîæäåíèåì ãëàâíîãî (íóëåâîãî ïî µ) ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ èñêàòü

ðåøåíèå ñèñòåìû (1.75) â âèäåx = e
s(τ)
µ [u0(τ) + µu1(τ)],

y = e
s(τ)
µ [v0(τ) + µv1(τ)].

(1.77)

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (1.77) â ñèñòåìó (1.75) è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêî-

âûõ ñòåïåíÿõ µ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû (1.77) áûëè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (1.75) íåîáõîäèìî

âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé

µ0 :


ds
dτ
u0(τ)− v0(τ) = 0,

ω2
0(τ)u0(τ) +

ds
dτ
v0(τ) = 0,

(1.78)

µ1 :


ds
dτ
u1(τ) +

du0

dτ
= v1(τ),

ds
dτ
v1(τ) +

dv0
dτ

= −ω2
0(τ)u1(τ)

(1.79)

Ñèñòåìà (1.78) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

ôóíêöèé u0(τ), v0(τ). Îíà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí

íóëþ, ò.å. (
ds

dτ

)2

+ ω2
0(τ) = 0. (1.80)

Èç (1.80) âûòåêàåò, ÷òî
ds

dτ
= ±iω0(τ).

è

s(τ) = ±i
τ∫

0

ω0(τ)dτ

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè (1.80) îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.78) èìååò âèä{
u0 = ψ(τ),

v0 = ±iω0(τ)ψ(τ),
(1.81)
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ãäå ψ(τ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ñèñòåìà îïðåäåëÿåò ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-

íûõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíî èç íèõ:

u0 = ψ(τ), v0 = iω0(τ)ψ(τ) (1.82)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå (1.79) ïðè ó÷åòå (1.82) èìååì

v1(τ) =
ds

dτ
u1(τ) +

dψ

dτ
(1.83)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.82) è (1.83) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.79), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ψ(τ)

2ω0(τ)
dψ

dτ
= −ψdω0(τ)

dτ
(1.84)

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â (1.84) è èíòåãðèðóÿ íàõîäèì ôóíêöèþ

Ψ(τ) =
A√
ω0(τ)

, (1.85)

ãäå A - ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî íàõîäèì

ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå âòîðîé ïàðå â (1.81).

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì, ÷òî

x(τ) ≈ A√
ω0(τ)

e
i
µ

τ∫
0

ω0(τ)dτ
+

A√
ω0(τ)

e
− i

µ

τ∫
0

ω0(τ)dτ
.

Îòñþäà, âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó âðåìåíè t, íàõîäèì, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.75) èìååò âèä

x(t) ≈ 2A√
ω0(µt)

cosΘ, (1.86)

ãäå Θ =
µt∫
0

ω0(t)dt - ôàçà. Èç (1.86) ñëåäóåò, ÷òî àìïëèòóäà è ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà

(1.75) â îòëè÷èè îò ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ìåäëåííî (àäèàáàòè÷åñêè) èçìåíÿ-

åòñÿ. Êàê èçâåñòíî, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-

íîé âåëè÷èíîé. Áóäåò ëè ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿòüñÿ äëÿ îñöèëëÿòîðà (1.75)? Íàéäåì

åãî ïîëíóþ ýíåðãèþ

E =

(
ẋ

2

)2

+ ω2
0(µt)

x2

2
. (1.87)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò x, èñïîëüçóÿ (1.86), ò.å.

ẋ = − ω̇0(µt)A cosΘ

ω0(µt)
√
ω0(µt)

− 2ω0(µt)A sinΘ√
ω0(µt)

. (1.88)

Ïîñêîëüêó ÷àñòîòà ω0(µt) èçìåíÿåòñÿ î÷åíü ìåäëåííî, ïåðâûì ñëàãàåìûì â (1.88)

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è

ẋ ≈ −2A
√
ω0(µt) sinΘ. (1.89)
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Ïîäñòàâëÿÿ (1.86) è (1.89) â (1.87), ïîëó÷èì, ÷òî

E ≈ A2ω0(µt). (1.90)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (1.75) íå ñîõðàíÿåòñÿ, à ìåäëåííî èçìå-

íÿåòñÿ âî âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû. Îäíàêî, îòíîøåíèå

ýíåðãèè, çàïàñåííîé îñöèëëÿòîðîì (1.75), ê åãî ÷àñòîòå ïðè åå ìåäëåííîì èçìåíåíèè

ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìåíè, ïîñêîëüêó èç (1.90) ñëåäóåò, ÷òî

E

ω0(µt)
≈ const.

Ýòî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì.
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